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Wstep

Skrypt ten oparty jest na prowadzonym przeze mnie semestralnym kursie Row-
nania rozniczkowe A 1. Zawarty material obejmuje zwyczajowo wyktadane pod-
stawy réwnan rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych.

Kazdy rozdziat konczy sie przyktadowymi zadaniami, pojawiajacymi sie zwy-
kle na listach zadan w trakcie wyktadu, w duzej mierze autorstwa Grzegorza
Karcha.

Skrypt ten zostal zrealizowany w ramach projektu Ministerstwa Nauki i Szkol-
nictwa Wyzszego "Zamawianie ksztatcenia na kierunkach technicznych, mate-
matycznych i przyrodniczych - pilotaz”.






Rozdziat 1

Preliminaria

Najbardziej ogdlna, postacia rownania rozniczkowego jest nastepujaca postaé

F(ty(6),y/ (1) (1), ...y"(1) =0, (L1)

gdzie F' jest pewna, funkcja n + 2 zmiennych. Krétko méwiac przez réwnanie
rézniczkowe rozumieé zwiazek pomiedzy zmienna niezalezna, (w réwnaniu (1.1)
jest to t), niewiadoma funkcja tejze zmiennej (y(t)) i jej kolejnymi pochodnymi,
przy czym nie wszystkie wspomniane sktadniki musza wystapi¢ w rownaniu.
Przez rozwiazanie réwnania rézniczkowego rozumiemy zwykle kazda funkcje
y(t) (posiadajaca, pochodne az do n—tego stopnia) spelniajaca réwnanie (1.1).
Przez rzad réwnania rozumie¢ bedziemy najwyzszy wystepujacy stopien po-
chodnej.

Przez zagadnienie Cauchy’ego (inaczej zagadnienie poczatkowe) rozu-
mie¢ bedziemy réwnanie rézniczkowe uzupetnione o warunek poczatkowy. Dla
rownania [-go rzedu typowe zagadnienie poczatkowe ma postac:

{ y'(t) = f(t.y),

y(to) = Yo-

Rozwiazaniem ogdlnym nazywa¢ bedziemy rozwiazanie réwnania (a nie za-
gadnienia !) zalezne od stalej (chcaé otrzymaé rozwiazanie zagadnienia stala ta
wylicza sie korzystajac z warunku poczatkowego).

Rozwiazujac réwnania (zagadnienia) rézniczkowe bedziemy starali sie odpowie-
dzie¢ na trzy podstawowe pytania. Sa to pytania o:
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- istnienie rozwiazan. Nie wszystkie bowiem zagadnienia maja, rozwiazanie.

- jednoznacznos¢ rozwiazan. Jak si¢ przekonamy, istnieja zagadnienia majace
wiecej niz jedno rozwiazanie. Przykladem jest rownanie

y' =+/2y  uzupemione warunkiem poczatkowym  y(0) = 0.

Latwo znalez¢ dwa rozwiazania

yo(t) =0 1 yi(t) = t;

(w istocie zagadnienie to ma ich nieskoriczenie wiele).

- globalnos$é rozwiazan. Wiedzac, ze dane rownanie ma rozwiazanie mozemy
postawié¢ pytanie o to, dla jakich wartosci ¢ rozwiazanie to istnieje. Na przyktad
rownanie

Y =1+y*>  uzupelione warunkiem poczatkowym  (0) = 0

ma (jedyne) rozwiazanie y(t) = tg t, ktére oczywiscie nie jest rozwiazaniem
globalnym.

Oczywiscie powyzsze pytania mozna uzupehiaé innymi (o np. asymptotyke
rozwiazan itp.).

Przyktadowe zadania

Zadanie 1. Sprawdz, czy podana funkcja jest rozwiazaniem podanego réwnania
rozniczkowego:

a) z(t) =tgt, 2 =1+2% b) z(t) = 2L, ta’ + x = cost.



Rozdziat 2

Rownania pierwszego rzedu

2.1 Roéwnania o rozdzielonych zmiennych

Roéwnaniem rézniczkowym o rozdzielonych zmiennych nazywamy réwnanie

postaci
y'(t) = f(t)g(y),

gdzie prawa strona réwnania jest iloczynem dwdéch funkeji: jedna zalezy tylko
od zmiennej niezaleznej ¢, druga zas zalezy tylko od szukanej funkeji y (= y(t))
(warto pamietad, ze funkcja stala moze by¢ réwniez traktowana jako funkcja za-
lezna od t lub/i od y). Kwestie istnienia i jednoznacznosci rozwiazan rownania
o rozdzielonych zmiennych rozstrzyga nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.1.1 Niech funkcje f i g beda funkcjami ciaqgtymi - f w oto-
czeniu punktu tg, a g w otoczeniu punktu yo. Niech g(yo) # 0. Wtedy istnieje
otoczenie punktu ty na ktorym istnieje doktadnie jedno rozwiqzanie zagadnienia

y(to) = vo,

spetniajace rownosé

y(t) t
/y s = [ (s ds. (2.2)
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Zanim przystapimy do dowodzenia twierdzenia, zauwazmy ze oprocz rozwiazania
spetniajacego warunek (2.2) moga istnie¢ réwniez inne rozwiazania, niespetniajace
zalozen twierdzenia.

Przed zastosowaniem Twierdzenia 2.1.1 warto sprawdzi¢ istnienie innych rozwiazan
bedacymi funkcjami stalymi tzn. takich, ze y(t) = a gdzie a jest rozwiazaniem
réwnania g(a) = 0. Mozemy bowiem tatwo udowodnié¢ nastepujacy lemat:

Lemat. Niech w zagadnieniu (2.1) yo spelnia rownanie g(yo) = 0, wtedy
funkcja g(t) = yo jest rozwiazaniem tego zagadnienia.

Dowdéd. (Twierdzenia 2.1.1) Poniewaz w otoczeniu punktu ¢, funkcja g(y) # 0
podzielmy obustronnie przez g(y(t)) i odcatkujmy po odcinku (to, t) otrzymujac

rowmose [ s = [ sty is

Dokonujac zamiany zmiennych z = y(s), dz = y'(s)ds powyzsze réwnanie

sprowadza sie do
/y(t) 1 d /tf()d
——dz = s) ds.
y(to) 9(2) to

Podstawiajac zatem zgodnie z warunkiem poczatkowym yo zamiast y(tg), do-
chodzimy do wzoru (2.2).

Jednoznacznos¢ tak otrzymanego rozwiazania wynika z faktu, ze calki oznaczo-
ne okreslone sa, w sposéb jednoznaczny.

a

UWAGA.
Jak wida¢ jedynym problemem przy rozwiazywaniu réwnania o rozdzielonych
zmiennych jest umiejetnosé obliczenia catek z funkcji f(s) i ﬁ. Jesli potrafimy

to zrobi¢, to — przy oznaczeniach F'(t) = f(t),G'(t) = ﬁt) — réwnanie %/ =f
daje sie zapisac jako [G(y)]' = F'(t), gdzie’ oznacza rézniczkowanie po zmiennej
t, zatem funkcje G(y) i F(t) réznia sie tylko o stala. Tak wiec G(y) = F(t)+C,

gdzie C' = G(yo) — F(to). Rozwiazanie dane jest zatem wzorem

y(t) = GTH(F(t) — F(to) + G(yo))-
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PrzykiAD 1.
Rozwiazmy jedno z najprostszych réwnan rézniczkowych

S =y, =)

Jak tatwo sprawdzi¢ jest to réwnanie o rozdzielonych zmiennych, bowiem g(y) =
ya f(t) = 1. Zgodnie z lematem znajdujemy najpierw rozwiazanie nie spelniajace
zalozen twierdzenia 2.1.1. Jest nim oczywiscie y(t) = 0.

Znajdzmy teraz pozostale rozwiazania (przy zalozeniu yo # 0). Postepujac ana-
logicznie jak w dowodzie twierdzenia (albo przepisujac wzér (2.2)) otrzymujemy

rownanie
y(t) 1 t
/ —ds = 1ds.
y(to) S to

Co po odcaltkowaniu daje

t
In|s| |Z(()t) =3 |§0 = y(t) =" = y(t) = Tyoe'

Yo

to

a ostatnia rownos¢ wynika z definicji wartosci bezwzglednej. Poniewaz chcemy
by y(to) = yo wiec rozwiazanie dane jest wzorem

to

y(t) = yoe' .

Przy okazji zauwazmy, ze znalezione wezesniej rozwiazanie y(t) = 0 réwniez da
sie zapisa¢ w ten sposob.
a

PRZYKLAD 2.
Zmajdziemy rozwiazanie zagadnienia

ety —te ¥ =0,
y(0) =-1.
Zapisujac powyzsze rownanie w postaci
y = tele

latwo stwierdzi¢, ze jest to réwnanie o rozdzielonych zmiennych. Postepujac
podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2.1.1 otrzymujemy

t (t) t
</ e’y (s) ds => /y e*dz = / se® ds
0 -1 0
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(w pierwszej calce dokonaliSmy zamiany zmiennych z = y(s)). Obliczajac calki
otrzymujemy
eV — et = el(t — 1)+ 1,

co daje rozwiazanie postaci:

y(t) =In(e'(t —1) +1+e ).

UWACGA. (tzw. "metoda inZynierska”)

Istnieje popularny sposéb rozwiazywania (a wlasciwie zapisywania rozwiazywania)
rownan o rozdzielonych zmiennych. Polega ono na rozdzieleniu rézniczek dt i
dy i zapisaniu réwnania w postaci:

a nastepnie dopisaniu obustronnie odpowiednich catek (by uniknaé¢ nieporozu-
mienia zamienimy zmienne pod catkami y na z i ¢t na s)

y(t) 1 t
/y(to) Wz)dz = /to f(s)ds.

Jak nietrudno zauwazy¢ powyzsze réwnanie jest réwnowazne réwnosci (2.2).

a
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Przyktadowe zadania

Zadanie 2. Znalez¢ rozwiazania ogdlne nastepujacych réwnan rézniczkowych
o rozdzielonych zmiennych i naszkicowac ich wykresy dla réznych statych C:

a) y =", b) y' =z /y, ¢)y = y/x.

Zadanie 3. Znajdz rozwiazania nastepujacych rownan spetiajacych podany
warunek poczatkowy:

T)/le =2, y(0) =2, b) ¥ =y/z, y(1) =5, c) ¥ = —y’e*, y(0) =

Zadanie 4. Rozwiaz réwnania nie rozdzielajac rézniczek dy i dt (czyli catkujac
metoda "klasyczna”):

a)y' =1+8)(1+y), by ="

Zadanie 5. Rozwiaz zagadnienia poczatkowe nie rozdzielajac rézniczek dy i
dt:

CL) Iyy/ - 11127, y<1) - ]-7 b) y/ = _y26x; y(O) — 1/2
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2.2 Roéwnania liniowe pierwszego rzedu

Roéwnaniem rézniczkowym rzedu I-szego nazywamy réwnanie postaci

y'(t) + p(t)y(t) = q(t). (2.3)

W wypadku gdy funkcja ¢(¢) = 0 réwnanie nazywamy réwnaniem jednorod-

nym.

UWAGA.

Zauwazmy, ze réwnanie liniowe jednorodne jest réwniez réwnaniem o rozdzie-
lonych zmiennych (co tatwo zauwazy¢ zapisujac je w postaci v’ = —p(t)y). Tak

wiec potrafimy juz rozwiazywaé¢ réwnania liniowe. My jednak poznamy nowa,
metode catkowania (tzn. rozwiazywania) tego réwnania.

Przemnézmy réwnanie (2.3) przez funkcje (zwana czynnikiem catkujacym)
postaci

P,

gdzie P(t) jest funkcja, pierwotna, dla funkcji p(t), tzn. P'(t) = p(t). Otrzymamy
rownanie
Y (6)e" +y(t)p(t)e” = 0.

Po pomnozeniu przez czynnik catkujacy lewa strona powyzszego réwnania daje
sie zapisa¢ jako pochodna iloczynu szukanej funkcji y(t) i czynnika catkujacego.

Mamy zatem
/
(y()e"™) =0,

co implikuje
y(t)e® = const.

Tak wiec rozwiazanie ma postac
y(t) = Ce PO, (2.4)

gdzie C' jest dowolng stala. Zauwazmy, ze cho¢ wybor funkeji pierwotnej P(t)
moze by¢ dokonany z doktadnoscia do statej, to nie zmienia to postaci rozwiazania
(2.4), gdyz const e PO+ = const e~ 0,
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PRZYKLAD 3.
Rozwiazmy zagadnienie

y(0) = 5.

sint

{ Yy +ycost =0,
Czynnik catkujacy jest postaci ef cost — ¢ , zatem po przemnozeniu réwnania
. /
przez ten czynnik otrzymujemy (y(t)esmt) = 0. Tak wiec

y(t) = Ce ™t gdzie C jest dowolna stala.
Uwzgledniajac warunek poczatkowy mamy rownosé
5=1y(0) =Ce " = Ce' = C.
Rozwiazanie zagadnienia ma postac
y(t) = be st
a

Cheac rozwiaza¢ réwnania niejednorodne (¢(t) # 0) postuzymy sie ta sama
metoda co w przypadku réwnan jednorodnych. Istotnie, mnozac réwnanie (2.3)
przez czynnik catkujacy (tej samej postaci co w przypadku jednorodnym) otrzy-
mujemy

Y ()" +y()p(t)e” = q(t)e™,

(s(0e") = a(t)e”®. (25)
Poniewaz prawa strona powyzszej rownosci nie zawiera szukanej funkcji, za-

tem odcatkowujac obie strony réwnosci po odcinku (¢, t) dostajemy wzdr na
rozwigzanie réwnania liniowego niejednorodnego

t
y(t) = e PO (/ q(s)ef’®) ds + yOeP(tO)) .
to

lub zapisane za pomoca, calek nieoznaczonych

y(t) = e PO /q(s)ep(s) ds.

Stala ktora powinna pojawié¢ sie w rozwiazaniu ogdlnym ukryta jest w calce
nieoznaczonej [ q(t)e"®.
Jak latwo zauwazy¢, rozwiazanie (w obu postaciach) nie zalezy od wyboru
funkcji pierwotnej P(t).

Powyzsza metoda jest w istocie dowodem twierdzenia
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Twierdzenie 2.2.1 Niech funkcje p(t) i q(t) bedq funkcjami ciagtymi na od-
cinku (a,b), a < to < b. Wtedy zagadnienie

{ y'(t) + pt)y(t) = q(t),
y(to) = Yo,

ma doktadnie jedno rozwiqzanie na tym odcinku.

PRZYKLAD 4.
Znajdziemy rozwiazanie zagadnienia

{y’—iy—ﬁ

Czynnik catkujacy jest postaci ef =% = et = t% Mnozac réwnanie obustron-

nie przez ten czynnik otrzymujemy réwnosé

(y(t);)/ =t

Odcalkowujac otrzymujemy rozwiazanie postaci
¢t £
y(t) = t* <4 + C) = Ot + T (2.6)

Podstawiajac otrzymane rozwiazanie do warunku poczatkowego mamy

9

1
4:y(1):C—|—f = (C=2.

4

Zatem rozwiazanie zagadnienia ma postaé

tﬁ
y(t) = 26> + T

UWAGA.
Przygladajac sie postaci rozwiazania (2.6) mozna zauwazy¢, ze sklada sie ono
z dwéch czesci: rozwiazania ogdlnego réwnania jednorodnego (w powyzszym
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przyktadzie jest to Ct?) i pewnego szczegdlnego rozwiazania réwnania niejed-
norodnego (ktére nie musi spelmiaé¢ warunku poczatkowego - w przyktadzie %)
Powyzsza obserwacja prawdziwa jest nie tylko w tym szczegdlnym przykladzie
ale zachodzi rowniez dla wszystkich rozwiazan réwnan liniowych.

Istotnie, jedli na przestrzeni funkcji rézniczkowalnych C* zdefiniujemy operator

A dzialajacy na przestrzen funkcji ciagtych, w nastepujacy sposob:

A(f) =1 +p)f, (2.7)

to rozwiazanie ogdlne réwnania

Aly) =qt)  (czyli ¥ +p(t)y = q(t))

sklada sie z sumy dwoch sktadnikow: funkeji nalezacych do jadra operatora A

i dowolnego rozwiazania szczegdlnego tego réwnania.

Operator A jest operatorem liniowym - skad nazwa réwnan - (tzn. A(af+08g) =

aA(f)+BA(g)), ajadro tego operatora (ker A) jest przestrzenia jednowymiarowa,
i sklada si¢ ze wszystkich rozwiazan réwnania liniowego jednorodnego 1’ +

p(t)y = 0 (tzn. funkcji postaci Ce”®). Thumaczy to wiec postaé¢ rozwiazania

(2.6).

Przyktadowe zadania

Zadanie 6. Znajdz catke ogélna (tzn. rozwiazanie ogélne) réwnan liniowych
mnozac je przez odpowiedni czynnik catkujacy:

a)r' +xcost =0, b)a'+Px =1, c)a'+2hr=1n, d)a'+x=te
Zadanie 7. Rozwiaz nastepujace zagadnienia poczatkowe bez znajdowania
rozwiazania ogdlnego: a)y’ + V1+t2y = 0, y(0) = v/5; b)y + ty =
1+t y(3/2)=0.

Zadanie 8. Udowodnij, ze dla réwnania 2’ + a(t)z = f(t), gdzie a i f sa
funkcjami ciaglymi, a(t) > ¢ > 0, oraz lim;_, f(t) = 0, zachodzi relacja
limy o z(t) = 0.
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2.3 Roéwnania zupelne

Réwnaniem rézniczkowym zupelnym nazywamy réwnanie postaci

Mt y)+ Niey)y =0 (M(ty) + N(t9) Y =0)  (28)
speliajacy warunek
0 0
SNt = SN ()
UWAGA.
Réwnanie zupehe jest réwniez niekiedy zapisywane jako
M(t,y)dt+ N(t,y)dy =0 lub M(t,y)ﬁ + N(t,y) = 0.

dy

Idea szukania rozwiazania réwnania zupelnego opiera sie na prostej obserwacji.
Zalézmy, ze dana jest funkcja

o(t,y).
Poniewaz

d 0 0
t —@(t "(t
G0 = ol + 5ty ),
zatem jesli w réwnaniu (2.8) M(t,y) = o(t,y) a N(t,y) = gp(t,y), to catka
pierwsza réwnania (2.8) dana jest wzorem

o(t,y) = const.

Definicja.
Funkcje ¢ z powyzszego réwnania nazywamy rézniczka zupelna réwnania
(2.8).

Twierdzenie 2.3.1 Niech funkcje M(t,y) i N(t,y) beda funkcjami ciagtymi
1 niech maja ciagte pochodne czgstkowe wzgledem t oraz y w prostokgcie R =
{a <t <b,c<y<d}. Nastepujace dwa warunki sa réwnowazne:

i) 2 M(t,y) = HN(ty),

it) istnieje funkcja p(t,y) taka, Ze
M(t,y) = grp(t,y) oraz N(t,y) = S-(t,y).
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Dowéd.
i) = i1) Zakladajac, ze speliony jest warunek i) (tzn. réwnanie jest rownaniem
zupelnym) wykazemy istnienie funkcji ¢ o zadanych wlasnosciach. Zdefinujmy
funkcje ¢

ol = [dreyas [ (¥ - [ G0 ar) a

sprawdzmy, czy tak zdefiniowana funkcja spelnia warunek iz). Istotnie, mamy:

iwmnzM@w+/(;wa—%fww)@szw,
Soet) = [ Tt Ny~ [ ) de = Net)

ii) = 1) Najprostszy dowdd polega na zrézniczkowaniu M (t,y) wzgledem y a
funkeji N(t,y) wzgledem t. Otrzymujemy w ten sposéb

) 92 0 92
eV — N —
o5 (t,y) @&www, P (t,y) &%w@w

a réwnos$¢ pomiedzy powyzszymi wyrazeniami zachodzi jesli funkcja ¢ jest
odpowiedniej klasy.W rozumowaniu tym kryje sie jednak pewien problem - nie
mamy pewnosci, ze funkcja ¢ jest odpowiedniej klasy. Dowdd omijajacy te
trudnosé¢ wyglada nastepujaco.

Calkujac M (t,y) = %go(t, y) wzgledem zmiennej t otrzymujemy:

w@wz/M@wﬁ+Mw

Roézniczkujac tak otrzymang rownosé otrzymujemy

(V) =) et) = [ 5oMy)de+ )

z czego wynika, ze

W) = Ntw) — [ SoM(e ) dr

Poniewaz funkcja h nie zalezy od t zatem zrézniczkowanie h'(y) wzgledem ¢
daje
0 0
0=—N(t,y) — =—M(t
5Vt Y) o5 (t.y),
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co implikuje spelianie warunku 7).

PRZYKLAD 5.
Rozpatrzmy réwnanie

2ty” + cost + (3(ty)* + €¥)y’ = 0.
Sprawdzmy, czy jest to réwnanie zupelne:

M(t,y) = 2ty® 4+ cost, N(t,y) = 3(ty)* + ¢

0 0
— M (t,y) = 6ty? — N(t,y) = 6ty°.
3y (t,y) = 6Ly, 5 (t,y) = 6ty

Z twierdzenia 2.3.1 (poniewaz warunek i) jest speliony) otrzymujemy istnienie
funkeji ¢ spetniajacej warunek 7). Obliczmy ja:

o(t,y) = /M(t,y) dt = t*y® +sint + h(y)

gdzie funkcja h zalezy tylko od y (pekni role statej przy calowaniu wzgledem t).
Podstawiajac tak otrzymana funkcje ¢ do réwnosci N(t,y) = a%go(t, y) mamy

B(ty)* +e' =3t%" +h'(y) = MWy =¢ = hly)=e+C
Tak wiec rozwiazanie (catka pierwsza) dane jest wzorem

o(t,y) = /M(t,y) dt = >y +sint + e¥ + C.

2.3.1 Roéwnania dajace sie uzupeli¢ do réwnan zu-
pelnych

W tym podrozdziale zajmiemy sie réwnaniami ktére co prawda nie sa réwnaniami
zupelnymi ale daja sie "uzupemi¢” do rownan zupeych.
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Definicja.
Funkcje pu(t,y) nazywamy czynnikiem catkujacym rdwnania

d

M(t,y) + N(t,y)>) =0

dt

jesli rownanie
dy
pM(t,y) + Nt y)u—y =0

jest rownaniem zupelnym.

PRZYKLAD 6.
Rozwazmy réwnanie liniowe niejednorodne

y'() +pt)yt) = q(t) <= (p()y(t) —q(t)) dt + dy = 0.
Przyjmujac standardowe oznaczenia M i N mamy

oM 9
dy Oy

ON 0
(p®)y =) =p(t), —-=51=0,
zatem réwnanie liniowe nie jest réwnaniem zupelym (poza matlo interesujacym
przypadkiem p(t) = 0).
Przypomnijmy sobie jednak, ze przy rozwiazywaniu rownania liniowego w pierw-
szym kroku mnozyliSmy je przez funkcje eJ P(®) (nie darmo zwanego wczesniej
czynnikiem catkujacym). Sprawdzmy czy tak przemnozone réwnanie jest juz
rownaniem zupelnym. Istotnie, mamy

oM

oM _ 9 ON _ 9 rw
dy dy

(p(t)y = g(O)e] 70 = p(t)e] 70, T = S el PO = p(t)el 7O,

tak wiec, tak przemnozone réwnanie liniowe jest juz réwnaniem zupeilnym.

a

Jak znalez¢ czynnik catkujacy? Zauwazmy, ze jesli u jest czynnikiem catkujacym
to spelia ono rownanie

S (E) = 5 () (t,) =
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0 0 0 0
M@M(t7 y) + M, y)afyu = 1 Nt y) + Nt y) oon, (2.9)

co nie wyglada wiele prosciej od problemu znalezienia pierwotnego rozwiazania.
Aby uprosci¢ nasz problem zawezimy nasze poszukiwania do funkcji p zaleznej
tylko od zmiennej t. Dla takiej funkcji réwnanie (2.9) przyjmuje postaé

d oM __ ON

oy ot
—u(t) = p(t) ————. 2.10
9 u(t) = (1) 2 (2.10)
Jesli wyrazenie %—Aj — 9 /N zalezy tylko od y to réwnanie (2.10) jest réwnaniem

o rozdzielonych zmiennych. Rozwiazujac je, otrzymujemy rozwiazanie p(t) -
mozemy wiec zatem sformulowaé nastepujace kryterium

Kryterium 1. Jesl wyrazenie

oM ON

B (= ()

jest funkcja zalezng tylko od t to réwnanie (2.8) ma czynnik catkujacy postaci
o o)

PRZYKLAD 7.(rdwnanie liniowe)

Przekonamy sie teraz ze znany nam juz czynnik catkujacy dla réwnania linio-

wego jest w istocie prostym przykladem zastosowania powyzszego kryterium.
oM _ 8N

TyN ot _ p(t)l_ 0 :p(t)

Zatem czynnik catkujacy jest postaci eJ P® (czego sie spodziewalismy).

PRZYKLAD 8.
Rozwazmy réwnanie

(1 —t?y)dt + t*(y — t)dy = 0.
Jak tatwo sie przekona¢ nie jest to réwnanie zupete (—t* # 2ty — 3t%). Aby

znalezé¢ czynnik catkujacy zastosujemy kryterium. Obliczmy wyrazenie

Gy~ G P2y 432 2y —t) 2

N 2y—t) 2yt t
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Poniewaz —% zalezy tylko od zmiennej ¢ zatem (zgodnie z kryterium) czynnik

catkujacy jest postaci
1

ef_% —_= elnt72 = t—2
Mnozac réwnanie przez ten czynnik otrzymujemy réwnanie
1
(ﬁ—»>ﬁ+%y—ﬂdyza
ktore jest juz réwnaniem zupelnym.
Zgodnie z twierdzeniem 2.3.1 istnieje funkcja (¢, y) taka, ze

1 1 1
o(t,y) = / (t2 - ) dt = —5 —ty+h(y), orazy—t= —t+h'(y) = h(y) = §y2-
Tak wiec calka pierwsza ma postaé
1 1
— —ty+ -y =C
; Y+ 29 )
co daje rozwiazanie postaci

ﬂw:tidﬂ+i+0

gdzie znak + (jak i wartosé stalej C') wybieramy zaleznie od warunku poczatkowego.
a

Zakladajac, ze czynnik catkujacy u jest funkcja zalezna tylko od y i przeprowadzajac
rozumowanie podobne do przedstawionego powyzej mozemy otrzymac nastepujace
kryterium

Kryterium 2. Jesli wyrazenie
ON _ oM

L (=)

jest funkcjq zalezna tylko od y to réwnanie (2.8) ma czynnik calkujacy postaci
o) W)

UWAGA.

Réwnanie rézniczkowe ktore daje uzupelni¢ sie do réwnania zupelnego moze
mie¢ kilka czynnikow catkujacych.

Inne kryteria pomocne przy znajdowaniu czynnika catkujacego mozna znalezé
w ksiazce [5, Rozdzial 1.12]
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Przyktadowe zadania

Zadanie 9. Rozwiazaé¢ réwnania w postaci rézniczek zupekych:

a)2tr dt + (t* —2?) de =0, b)e ®dt — (2z +te ) dx = 0.

Zadanie 10. W podanych réwnaniach dobierz stala a tak, aby bylo ono zu-
pehe, a nastepnie rozwiaz je: a) t+ye* +ate?™y’ = 0, b) t%—ky%—l—(aty%l)y' =
0.

Zadanie 11. Uzasadnij, ze réwnanie o zmiennych rozdzielonych M (t)+N (y)(dy/dt) =
0 jest zupelne.

Zadanie 12. Uzasadnij, ze jezeli OM/Jy = ON/0Ot, to wyrazenie M (t,y) —
J(ON(t,y)/0t)dy nie zalezy od od y (tzn. zalezy tylko od t).

Zadanie 13. ZnajdZ wszystkie funkcje f(t), dla ktérych réwnanie y?sint +
yf(t)(dy/dt) = 0 jest zupele. Rozwiaz réwnanie dla tych f.

Zadanie 14. Znalez¢ wspéltezynnik f = f(t) w réwnaniu f(t)z' + 1>+ 2 = 0,
jezeli wiadomo, ze ma ono czynnik catkujacy postaci u(t) = t.

Zadanie 15. Sprawdz, ze podana funkcja p(z,t) jest czynnikiem catkujacym
danego réwnania. Rozwiaz rownanie.

a) Grydr+ (dy+922)dy =0, p(x,t)=y?

b)  —y*dr+(2® +ay)dy =0, plz,y)=1/(zy)

¢) yle+y+lde+(z+2y)dy=0, p(z,y)=e"

Zadanie 16. Rdéwnanie rézniczkowe moze mie¢ wiecej niz jeden czynnik catkujacy.
Udowodnij, ze i (x,y) = 1/(xy), pa(z,y) = 1/y%, ps(z,y) = 1/(z* +y°) sa
czynnikami catkujacymi réwnania ydr — xdy = 0. Uzasadnij, ze otrzymane
przy pomocy tych czynnikéw calkujacych rozwiaznia sa rownowazne.

Zadanie 17. Scalkowaé rownania metoda czynnika catkujacego:
a) (i—l—l)d:c—l—(i—l)dy:(), b) (% + y)dr — xdy = 0,
¢) (y + x?)dy + (z — xy)dx = 0.
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2.4 Inne typy réwnan I-go rzedu

W rozdziale tym zajmiemy sie¢ réwnaniami, ktére - po zastosowaniu odpo-
wiednich podstawien - daja sie przeksztalci¢ do juz poznanych typéw réwnan.
Pierwszym z nich jest

2.4.1 Roéwnanie Bernouliego

Réwnaniem Bernoulliego nazywamy réwnanie postaci

dy

L p0y(t) =y, mA0LL (211

UWAGA.
Dla m = 0 réwnanie Bernoulliego jest rownaniem liniowym niejednorodnym a
dla m =1 liniowym jednorodnym.

Rozwiazania réwnania Bernoulliego znajdujemy mnozac réwnanie to przez (1 —
m)y~ ™. Otrzymujemy wtedy réwnanie

/

(1- m)jn + (1= m)p(t)y (1) = (1 — m)q(t).

Dokonujac podstawienia z(t) = y'=™(t) (2’ = (1 — m)y™™y') otrzymujemy
rownanie
Z'(t) + (1 —m)z(t) = (1 —m)q(t),

bedace réwnaniem liniowym niejednorodnym (ktére potrafimy juz rozwiazad).

PRZYKLAD 9.
Rozpatrzmy réwnanie

1
y'(t) + Ty = t3y?.

Dzielac obie strony przez 3? i podstawiajac z = —y~! otrzymujemy réwnanie

() — Sz(t) =17,
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bedace juz réwnaniem liniowym niejednorodnym. Dla tego réwnania czynnik

—Int _

catkujacy jest postaci ef -1 =¢ % Mamy zatem

N t3
(z(t)t> =t? = 2(t) =t <3 + C> :
Wracajac do funkcji y(t) = ﬁ otrzymujemy rozwiazanie postaci
1
e —
() £+ 0t
a ze 3C jest rowniez stala wiec mozemy rozwiazanie zapisaé jako
3
t) = —F=.
v =

a

Nastepnym typem réwnania dajacym sie sprowadzi¢ do - wlasnie poznanego -
rownania Bernoulliego jest

2.4.2 Roéwnanie Riccatiego

Réwnaniem Riccatiego nazywaé bedziemy rownanie postaci

d

L p(y(D) + a(O)’(1) = f(2). (2.12)
W przypadku tego réwnanie nie istnieje, niestety, metoda pozwalajaca uzyskac
rozwiazanie. Nie pozostajemy jednak bezsilni, gdyz majac dana, funkcje ¥ (t) -
dowolne rozwiazanie réwnania Riccatiego mozemy znalezé rozwiazanie ogdlne
tego réwnania (osobnym problemem pozostaje znalezienie wspomnianego do-
wolnego rozwiazania - najczesciej zgaduje sie je).

Istotnie, jesli rozwiazanie y(t) przedstawimy w postaci sumy z(t) + 1(t), to
réwnanie (2.12) przyjmie postaé

o' () + () (p(t) +2q(0) 0 (1) +a(t)a*(t) = — (' () + p(O)v () +q(B)v* () — (1))

Poniewaz prawa strona powyzszego réwnania jest rowna zero, zatem, by wyli-
czy¢ x(t) wystarczy rozwiaza¢ réwnanie Bernoulliego 2/ (¢)+x(t) (p(t)+2q(t)y(t))+
q(t)z*(t) = 0.
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Wiecej informacji o réwnaniu Riccatiego, sposobach rozwiazywania tego rownania
oraz innych réwnaniach dajacych sie sprowadzi¢ do réwnania Bernoulliego
mozna znalezé w ksiazce [5].

Kolejnym typem réownan ktory daje sie sprowadzi¢ do znanych nam juz typow
rownan sa,

2.4.3 Roéwnania jednorodne

Réwnaniem jednorodnym nazywamy réwnanie postaci

dy y)
— = = 2.13
dt / <t ( )
gdzie prawa strona réwnania jest funkcja ilorazu ?.

Zmalezienie rozwiazania rownania jednorodnego sprowadza sie do dokonania

podstawienia z(t) = @ Poniewaz y = zt wiec y/(t) = 2/(t)t+z(t). Podstawiajac

nowe zmienne otrzymujemy rownanie
f(z) ==
t

bedace réwnaniem o rozdzielonych zmiennych. Rozwiazanie powyzszego réwnania
sprowadza si¢ do umiejetnosci policzenia catki

/ﬂ;iz_zzlnt—i-a

Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie jest prawdziwe o ile f(z) # z. Sytuacja,
gdy f(z) = z zachodzi jednak tylko w przypadku, latwego do rozwiazania,
réwnania o rozdzielonych zmiennych y' = ¥.

)+ 2(t) = f(z) = 2(t) =

PrzYKLAD 10.
Rozwazmy réwnanie
t2y —y* —yt = 0.
Doprowadzajac powyzsze rownanie do postaci
Y tyt
===

v () ()2 +2

t
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. .. oy . , .
i podstawiajac z = ¢ otrzymujemy rownanie

majace rozwiazanie postaci

1

W="mre

Wracajac do oryginalnych zmiennych otrzymujemy rozwiazanie

t
t) = — .
y(t) 2+ C
l:l
Przyktadowe zadania
Zadanie 18. Udowodnij, ze réwnanie Bernoulliego 2’ + a(t)z = b(t)z™,
m € IR, sprowadza si¢ przez zamiane zmiennych z(t) = z(¢)'™™ do réwnania
liniowego. Rozwiaz réwnania: a) tx’ + x = 2 logt, b)x' = tx + t322.

Zadanie 19. Rdwnanie postaci @’ + a(t)z = b(t)z? + f(t), gdzie a,b, f sa
danymi funkcjami, nazywa sie réwnaniem Riccatiego. Nie istnieje ogdlny sposéb
catkowania tego réwnania. Udowodnij, ze jezeli znamy jedno rozwiazania x;(t),
to funkcja u(t) = x(t) — x1(t) spelnia réwnanie Bernoulliego.

Zadanie 20. Znalez¢ rozwiazania szczegdlne nastepujacych réwnan Riccatie-
go, zredukowad je do rownan typu Bernoulliego i scatkowac:

a) s’ +tr + t22* =4, b)x' + 2ze! — 2? = e + €.

Zadanie 21. Roéwnania postaci dy/dt = f(y/t), gdzie f jest dana funkcja,
nazywamy rownaniem jednorodnym. Udowodnij, jezeli y jest rozwiazaniem
réwnania jednorodnego, to funkcja v(t) = y(t)/t spelia réwnanie o zmien-
nych rozdzielonych ¢(dv/dt) + v = f(v).

Zadanie 22. Rozwiaz réwnania jednorodne:
a)2z+t—tr' =0, to'=x—te®t, b)tr' =xcos (log %) :



Rozdziat 3

Z.astosowania rownan
rozniczkowych I-go rzedu

7 uwagi na to, ze pierwszg pochodng z reguty interpretuje sie jako tempo wzro-
stu badanej wielkosci, najczestsze zastosowanie rownan rézniczkowych pierw-
szego rzedu sprowadza si¢ do zapisu prawa rzadzacego tym wzrostem.
Oznaczmy przez N (t;) badana wielko$¢ (np. liczbe osobnikéw w populacji, tem-
perature ciala, itp.). Wartos¢ w nastepnej chwili pomiaru ¢;,; zalezy oczywiscie
od wartosci w chwili poprzedzajacej (czyli t;), od czasu jaki uptynat od porzed-
niego pomiaru, a takze (w zaleznosci od przyjetego modelu) od np. pewnej
czedci N(t;). Tak jest np. w badaniach nad populacja, gdzie w najprostszych
modelach przyjmuje sie, ze przyrost populacji jest wprost proporcjonalny od
ilodci osobnikéw w danej chwili (i oczywiscie, od przyrostu czasu), co mogliby-
Smy zapisa¢ nastepujaco:

Dzielac przez przyrost czasu otrzymujemy réwnanie

N(tiv1) — N(t:)
(tis1 —ti)
Zaktadajac, ze liczba podzialow jest rozlozona rownomiernie na calej osi tzn.

liczba podzialéw w przedziale czasu (t,t + At) zalezy od At a nie ¢ mozemy
zapisa¢ ostatnie rOwnanie jako

=mN(t;).

N(t+ At) — N(t)
At

=mN(t).

27
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Traktujac N () jako pewna miare gestosci rozpatrywanej wielkosci i przecho-
dzac z przyrostem czasu do zera, otrzymujemy przyktadowe rownanie réznicz-
kowe

N'(t) = mN(t).

Jak juz wspomnielismy, jednym z najczesciej przywotywanych przyktadéw za-
stosowan réownan pierwszego rzedu sg

3.1 Modele wzrostu populacji

Na ponizszych przyktadach, zobaczymy nie tylko, jak mozna stosowac¢ rownania
rozniczkowe w modelowaniu wzrostu populacji, ale takze jakie ograniczenie przy
tym napotykamy i jak mozna (a przynajmniej mozna probowacé) przezwyciezy¢.

Przeglad ten zaczniemy od jednego z najprostszych modeli, tzn. zaprezentujemy

e Model Malthusa

W modelu tym, zaproponowanym przez T. R. Malthusa, zaklada sie, ze
predkos$é¢ wzrostu populacji jest proporcjonalna do jej liczebnosci. Przyj-
mujac oznaczenie ilosci osobnikéw przez P(t), réwnanie zaproponowane
przez Malthusa zapisujemy nastepujaco

P'(t) = aP(t),

P(ty) = P,
gdzie a jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci, a Py jest poczatkowa
liczebnoscia populacji. Rozwiazanie dane jest wzorem

P(t) = Poea(t_to).

Wada tego rozwiazania jest fakt, ze przy ¢ dazacym do +oo, warto$¢ P(t)
rowniez dazy do nieskoniczonosci, co sugerowatoby nieograniczony wzrost
liczby populacji.

Jak tatwo sie przekonac, gdyby bakteria rozmnazaly si¢ wedle tego wzoru
to zaczynajac od 1 bakterii masa catej populacji po 1 dniu rownataby sie
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wadze jaja strusiego, po dwoch - masie komety Halleya, trzech - Jowisza,
a po czterech juz calej galaktyki :-).

Wydaje sie, ze przedstawiony powyzej model ma mate zastosowanie, jed-
nak pamieta¢ musimy, ze kazdy model ma ograniczony zakres (czasu,
parametréw, ...) w ktérym jego stosowanie jest uprawomocnione.

Nawet dla tak prostego modelu mozna znalez¢ przyktady gatunkow kto-
rych rozwéj populacji dobrze on opisuje ([2]).

model von Foerstera

W 1960 r. Heinz von Foerster zaproponowal, w artykule w ”Science”,
model wzrostu populacji w ktérym tempo przyrostu populacji jest wprost
proporcjonalne nie do jej ilodci (jak w modelu Malthusa), ale do kwadratu
tej wielkosci. Zatem model ten wyglada nastepujaco:

P(t) = aP*(t)

P(ty) = Pp.

Pomimo, ze wzrost w tym modelu jest wiekszy niz w modelu Malthusa
model ten przez wiele lat znakomicie sie sprawdzal (oczywiscie w pew-
nych ograniczonych ramach czasowych, w odniesieniu do np. spoleczenstw
rozwinigtych - [2]).

Wada tego modelu (w istocie nawet powazniejsza niz modelu Malthu-
sa) jest fakt, ze w skoficzonym czasie rozwiazanie eksploduje. Istotnie, z
rozwiazania danego wzorem

a
P(t) = Bp———
( ) 0 1-— aP()t
jasno wynika, ze przy t — Tkg = % rozwiazanie P(t) dazy do nie-
skonczonosci.
Nota bene Foerster wyliczyl wspomniane Tk (oniec) S(wiata) = Platek, 13

XTI 2026. (L. W. Amiot, P. M. Mora, H. von Foerster, Doomsday: Friday,
November 13, AD 2026, Science 132 (1960), 1291-1295).
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e model Benjamina Gompertza

Wspomniane wady powyzszych modeli i im podobnych spowodowaly po-
jawienie sie nowego modelu w ktorym wprowadzono nowy czynnik - odpo-
wiadajacy za ttumienie pochodnej dla duzych wartosci czasu. Model Gom-
pertza wyglada w sposob nastepujacy:

P'(t) = Xe™ P(t),

P(to) - Po,

gdzie A > 0 jest wspolezynnikiem proporcjonalnodci, a o < 0 jest stalg
ktéra powoduje, ze dla duzych czaséw P’(t) bedzie mata.

Rozwiazanie, dane wzorem
P(t) = Py 0=

nie ma juz wady poprzednich modeli. Istotnie, gdy ¢ — 400 wartosci
A
P(t) daza do Pyelel.

e model P.F. Verhulsta (1837)

O ile w modelu Gompertza za ”tlumienie” pochodnej byl odpowiedzialny

A
czynnik zalezny od czasu (eleT) o tyle w modelu P.F. Verhulsta (znanego
bardziej jako logistyczny) za to by rozwiazanie nie osiagneto zbyt duzej
wartosci odpowiada samo rozwiazanie. Zauwazmy bowiem, ze w modelu
tym

P(t) = aP(t) — bP(t) = bP(1) (Z _ P(t)) L a>0b>0,

P(to) — P(],

prawa strona réwnania rézniczkowego dla P(t) wigkszego niz ¢ implikuje
ujemny znak pochodnej, a co za tym idzie malenie wartosci rozwiazania.
W rozwiazaniu tym, danym wzorem

o CLPO
- bPo + (CL — bPO)e_a(t_tO)

P(t)
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tempo wzrostu poczatkowo jest bardzo duze, by po pewnym czasie zmale¢
prawie do zera.

Dla t — +o00 rozwigzanie zbiega do wartosci { - nazywanej niekiedy

pojemnoscig $rodowiska.

3.2 Stygniecie ciala

Innym, klasycznym zastosowaniem réwnan pierwszego rzedu jest zagadnienie
stygniecia ciala. Oznaczajac przez T'(t) - temperature ciata w chwili ¢ a przez
T, - temperature otoczenia, réwnanie opisujace ten proces ma postac

T'(t) = k(T(t) — T,),
T(0) = Ty,

gdzie k jest wspdlczynnikiem wiasciwym dla danego ciala i jest wyznacza-
ne doswiadczalnie. Jak wida¢ jest to proste réwnanie liniowe niejednorodne
0 rozwiazaniu

T(t) =T, + (Ty — T,)e "
Jak wszystkie i ten model ma wady - wystarczy zauwazyc, ze zgodnie z tym
modelem temperatura ciala nigdy nie osiagnie temperatury otoczenia (choé
bedzie dowolnie blisko).

3.3 Geometria - krzywe ortogonalne

Innym, nie fizycznym a geometrycznym, zastosowaniem réwnan pierwszego rze-
du jest problem wyznaczania krzywych ortogonalnych.

Definicja.

Krzywa ortogonalng do danej krzyweyj jest kazda krzywa, ktora przecina dang
pod kgtem prostym (kqt pod jakim przecinajq sie dwie krzywe, wyznacza sie na
podstawie kqta przeciecia stycznych w punkcie przeciecia).

Majac dana rodzine krzywych opisana réwnaniem uwiktanym
F(z,y,C) =0,

spelnia ona rownanie

F
0=-—=F,+Fq.
dx iy
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Latwo wigc zauwazy¢, ze wspotczynnik kierunkowy stycznej dany jest wzorem

Yy = —%, o ile F}, # 0. Poniewaz wspoétczynniki kierunkowe: o - prostej i ao
- prostej do niej prostopadtej, powigzane sa zaleznoscig oy - ap = —1, tak wiec

y' - wspbtezynniki kierunkowe stycznych do krzywych ortogonalnych do danej
rodziny krzywych wyrazane sa rownoscia:

PrzYKLAD 11.
Rozpatrzmy rodzing okregéw o srodku w punkcie (0,0), 22 + y? = C. Dla tej
rodziny

F(x,y,C) =2 +14* - C.

Wspotezynniki kierunkowe stycznych wyliczamy na podstawie réwnania

Zatem wspotczynniki kierunkowe stycznych rodziny krzywych ortogonalnych
speliaja réwnanie

’ )
x) ==,
y(x) ==
co daje nastepujaca rodzine rozwigzan:
y(x) = Cu.

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze rodzing krzywych ortogonalnych do okregéw o
srodkach w punkcie (0, 0) sa proste przechodzace przez ten punkt. Rzeczywiscie,
jak tatwo sprawdzi¢ rysujac te dwie rodziny w uktadzie wspotrzednych, kazda
prosta przecina dowolny okrag pod katem prostym.

a
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Przyktadowe zadania

Zadanie 23. Pewna osoba uczy sie pisa¢ na maszynie. Niech N oznacza
maksymalna liczbe slow jakie potrafi napisa¢ ona napisa¢ w ciagu minuty.
Zalézmy, ze predko$¢ zmian N (tzn. N’(t)) jest proporcjonalna do réznicy
pomiedzy N oraz gérna granica 140. Rozsadnym jest zatozy¢, ze na poczatku
osoba ta nie potrafita napisa¢ zadnego stowa (tzn. N(0) = 0). Okazalo sie, ze
osoba ta potafi napisa¢ 35 sléw na minute po 10 godzinach uczenia sie.

a) Ile stéw na minute bedzie pisaé¢ ta osoba po 20 godzinach uczenia sie?

b) Jak dlugo musi ona éwiczyé, aby napisaé¢ 105 stéw na minute?

Zadanie 24. Plotka rozprzestrzenia sie w populacji liczacej 1000 o0s6b z
predkoscia proporcjonalna, do iloczynu liczby oséb, ktore juz styszly te plotke
oraz liczby 0sob, ktore jeszcze nie styszaly tej plotki. Zalézmy, ze 5 oséb roz-
przestrzenia plotke i po jednym dniu wie o niej juz 10 oséb. Ile czasu potrzeba,
aby o plotce dowiedziato sie 850 oséb?

Zadanie 25. (Inny model rozprzestrzeniania sie plotki). Zalozmy teraz, ze
plotka rozprzestrzenia sie w populacji liczacej 1000 os6b wedlug prawa Gom-
pertza:

dy

YWY _ gy e—(73/520)t

dt ye Y
gdzie y(t) jest licza oséb, ktére styszaly plotke po ¢ dniach. Zaltézmy, ze 5
0s6b rozprzestrzenia plotke i po jednym dniu wie o niej juz 10 oséb. Ile czasu
potrzeba, aby o plotce dowiedziato sie 850 0séb?

Zadanie 26. Wiadomo, ze szybko$¢ zmian temperatury danego ciala jest pro-
porcjonalna do réznicy miedzy temperatura tego ciala i temperatura otocze-
nia (prawo Newtona). Zaktadamy, ze S(0) = 100°C' w temperaturze otoczenia
20°C. Po dziesieciu minutach temperatura ciala wynosita 60°C". Po ilu minutach
cialo bedzie mialo temperature 25°C'?

Zadanie 27. Cialo zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz sadowy przybyt
o 20:20 i natychmiast zmierzyl temperature ciata denata. wynosila ona 32, 6°
C. Godzine pdzniej, gdy usuwano cialo, temperatura wynosita 31,4°C. W tym
czasie temperatura w pomieszczeniu wynosita 21°C. Najbardziej podejrzana
osoba, ktora mogta popetni¢ to morderstwo — Jan G., twierdzi jednak, ze jest
nie winny. Ma alibi. Po potuniu byt on w restauracji. O 17:00 miat rozmowe
zamiejscowa, po ktorej natychmiast opuscit restauracje. Restauracja znajduje
sie 5 minut na piechote od miejsca morderstwa. Czy alibi to jest niepodwazalne?
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Zadanie 28. (Ciag dalszy zadania poprzedniego). Obronca Jana G. zauwazyt,
ze zamordowany byt u lekarza o 16:00 w dniu $mierci i wtedy jego temperatura
wynosita 38, 3°C. Zalézmy, ze taka temperature mial on w chwili Smierci. Czy
mozda dalej podejrzewac, ze Jan G. popemil to morderstwo?



Rozdziat 4

Twierdzenia o istnieniu i
jednoznacznosci

Poniewaz nie zawsze da si¢ wypisa¢ rozwigzanie réwnania jawnym wzorem w
rozdziale tym zajmiemy sie odpowiedzia na nastepujace pytanie: jakie warunki
musi speliaé¢ funkcja f(¢,y) (niezaleznie od rozpatrywanych wezesniej typéw
réwnan) aby zagadnienie

{ y/ = f(t7 y),
y(to) = Yo,

miato (jednoznaczne) rozwiazanie - cho¢, by¢ moze, nie bedziemy w stanie
podac¢ wzoru explicite.

Zanim udowodnimy ogdélne twierdzenie - przyktad, w ktorym zobaczymy, ze nie
zawsze rozwiazanie jest wyznaczone jednoznacznie.

PRZYKLAD 12.
Rozpatrzmy zagadnienie

Y =/lyl,
{ y(0) = 0. (1)

Zauwazmy, ze zagadnienie to ma jedno rozwiazanie y(t) = 0. Innych rozwiazan
bedziemy szuka¢ rozwiazujac réwnanie jak réwnanie o rozdzielonych zmien-
nych. Istotnie mamy
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21n\/@:/y\//(;)dt:/1dt=t+c,

t+ C\?

e

Dla uproszczenia ograniczmy sie tylko do rozwiazan nieujemnych. Uwzglednienie

warunku poczatkowego y(0) = 0 implikuje C' = 0. Zatem mamy (przynajmniej)
. . . . 2

dwa rozwiazania zagadnienia (4.1) yo(t) = 0 oraz y;(t) = 5.

Analizujac zagadnienie (4.1) mozna zauwazy¢, ze sklejenie rozwiazania zerowe-

go z rozwiazaniem postaci (4.2) daje nam réwniez nowe rozwiazania zagadnie-

nia. Istotnie kazda funkcja postaci

(4.2)

. 0 dla t <A,
ya(t) = (%)2 dla ¢> A,

jest rozwiazaniem zagadnienia (4.1) (tatwo sprawdzi¢, ze w miejscu sklejenia
t = A rozwiazanie jest klasy C!).
Q

Twierdzenie 4.0.1 (Peano) Niech funkcja f(t,y) bedzie ciagta na prostokacie

R={(t,y);to <t <ty+a,ly—yl <b}.

Oznaczmy przez

b
M:({E?GXRU(t,y” a przez a:min{a,M}.

Wtedy zagadnienie

y(to) = yo,

ma conajmnie] jedno rozwiazanie na odcinku [ty,to + «].

{ y, = f(t,y),

Zauwazmy, ze w twiedzeniu tym wymagana jest tylko ciagtosé funkcji f(t,y)
na pewnym prostokacie. Jak nietrudno sprawdzi¢, funkcja f(t,y) = /¥ 2
poprzedniego przyktadu spelnia powyzszy warunek na calej pélptaszczyznie
IR x [0, 400).

Twierdzeniem ktore okresli warunki wystarczajace do zagwarantowania jedno-
znacznosci rozwiazn jest twierdzenie nastepujace:
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Twierdzenie 4.0.2 (Picard-Lindeléf) Niech funkcje f(t,y) oraz (%f(t, y) bedq
ciggte na prostokacie

R={(t,y)ito <t <to+a,ly—yo| <0}

Oznaczmy przez

b
(%2?53 |f(t,y)| aprzez a = min {a, M}

Wtedy zagadnienie

{ y/ = f(t,y),
y(to) = Yo,

ma doktadnie jedno rozwiazanie na odcinku [tg,to + a].

UWAGA.

Jak sie juz przekonalismy, zagadnienie rozpatrywane w ostatnim przyktadzie nie
ma jednoznacznego rozwiazania. Oczywiscie nie moze zatem spelniaé zalozen
twierdzenia Picarda-Lindelofa. Rzeczywiscie, a% ft,y) = ﬁ nie jest ciagla w
rozpatrywanym prostokacie (a nawet nie jest zdefiniowana dla y = 0!).
Osobnym problem jest czy twierdzenie Picarda-Lindelofa pozwala uzyska¢ mak-
symalny przedziat istnienia jednoznacznego rozwiazania. Na to pytanie odpowie
nastepujacy przyklad.

PrRzYKLAD 13.
Rozwazmy zagadnienie

{ y =,
y(0) =0,

w prostokacie R = [0,a] x [—b, b]. Obliczmy wielkosci uzywane w twierdzeniu
Picarda-Lindelcfa.

M = max |f(t,y)| = max =0,
(t,y)ER ‘f( y)| (t,y)€[0,a] x [—b,b] ’y‘

a= min{a, ]\Z} = min {a, Z} = min{a, 1} < 1.

Jasne jest zatem, ze maksymalny przedziat istnienia rozwiazania jednoznaczne-
go (wynikajacy z zastosowania twierdzenia Picarda-Lindelofa) jest niewiekszy
niz odcinek [0, 1].
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7 drugiej strony latwo potrafimy znalez¢ szukane rozwiazanie. Jest to y = 0,
ktore oczywiscie jest rozwiazaniem naszego zagadnienia na calej pélprostej, a
nie tylko na odcinku [0, 1].

a

Nastepny przykiad przekona nas, ze nie zawsze musi by¢ tak zle i stosujac
twierdzenie Picarda-Lindelofa mozna uzyskaé istnienie rozwiazania na calej
polproste;j.

PRZYKLAD 14.
Rozwazmy zagadnienie

{ y = tsint 4 e~ W),
y(0) = 0.

Rozwazany prostokat R to oczywiscie [0, a] x [—b, b]. Obliczmy M i a:

M = max |tsint +e | < max |tsint| + max e @ <t +1<a+1,
(ty)eR (ty)eR (ty)er

a = min ai = min aL
N "M "a+1]°

Poniewaz nie nakladaliémy na a i b zadnych warunkéw, zatem mozemy przyjac
przykltadowo a = T'1 b = T(T + 1), co implikuje e = T i istnienie rozwiazan
na odcinku [0,7]. Z uwagi na dowolnos¢ w wyborze T uzyskujemy istnienie
(jednoznacznych) rozwiazan na calej pélprostej [0, +00).

a

Zanim przystapimy do dowodu twierdzenia Picarda-Lindelofa zdefiniujmy niezbedne

narzedzie w dowodzie twierdzenia - iteracje Picarda.

Definicja.
Iteracja Picarda dia zagadnienia

y = fty),
y(to) = Yo,
nazywamy ciag funkcji y,(t) okreslony nastepujaco

t) = Yo,
t) = wyo+ J f(s,y0(s))ds,
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PRzYK#.AD 15.
Obliczymy iteracje Picarda dla zagadnienia

y' = 2ty,
y(0) =1,
Mamy
y()(t) = 1
yi(t) = o+ Jo f(s,yo(s))ds =1+ inti2slds=1+12,
4
ya(t) = yo+ fot f(s,y1(s))ds =1+ fot 25(1 + s%) ds4: 1+t + %, L.
ys(t) = yo+ fo f(s,02(8))ds =1+ [g2s(1+ s+ 5)ds =1+ 2+ 5 + &.
Nietrudno zauwazy¢, ze
t4 t6 t2n (t2)2 (t2)3 (tQ)n
_ 2 U U v 2
yo(t) =1+t +2!+3!+...+ . =1+t+ 51 + i +...+ -
Zatem
. o +2
L ya(t) =€

Jak nietrudno sprawdzi¢ jest to rzeczywiste rozwiazanie ropatrywanego zagad-
nienia.

a

Ostatnim krokiem przed dowodem twierdzenia Picarda-Lindeldfa jest wykaza-
nie réwnowaznosci dwéch sformutowan zagadnienia.

Twierdzenie 4.0.3 Funkcja y(t) jest rozwiazaniem zagadnienia rézniczkowego

{ y/ = f(t,y),
y(to) = Yo,

wtedy 1 tylko wtedy gdy jest rozwigzaniem zagadnienia catkowego

u(O) =0+ [ fls.y(s)ds (1.3
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Dowdéd.

=) Aby udowodnié te implikacje wystarczy odcatkowaé réwnanie y/(t) = f(t,y)
po odcinku (¢, t) i podstawi¢ warunek poczatkowy yo = y(to).

<) Udowodnienie tej implikacji sprowadza sie do zrézniczkowania réwnosci
(4.3). Otrzymujemy

d d
%?J(t) = dt (

Warunek poczatkowy jest oczywiscie spelniony. a

[ syl ds) = rit.(e)

to

Dowéd. (twierdzenia Picarda-Lindelofa)
Dowéd twierdzenie sktada sie z trzech krokéow:

1) konstruujemy iteracje Picarda dla zagadnienia rézniczkowego i udowadniamy
zbieznos¢ ciagu y,(t) do pewnej funkeji y(t),

2) udowadniamy, ze tak otrzymana funkcja jest rozwiazaniem zagadnienia catkowego
rownowaznego z rozpatrywanym zagadnieniam rézniczkowym,

3) korzystajac z lematu Gronwalla, udowadniamy jednoznaczno$é rozwiazan.

Ad 1. Zapiszmy funkcje y,,(t) w postaci tzw. sumy teleskopowej:

Yn(t) = Wn(t) = Yn1(t)) + Wn1(t) = Yn2(t)) + ... + (v2(t) — 01 (2))

+Hn(0) = w0(6) + 30(6) = 00(8) + 3 (e (0) — w1 (0)

Wykazujac zbieznosé szeregu, udowodnimy zbieznosé ciagu funkcji y,(t).
Aby wykazaé zbieznos$é szergu oszacujemy najpierw pojedynczy wyraz szeregu.
Przyjmijmy oznaczenie:

L = max
(t,y)ER

0

Podstawiajac definicje vy, oraz y,_1 mamy

e®) = s )] = | [ Flscms(o)ds = [ flsipeoas)) ds



41

< /t: (52001 (5)) — F(5, gua(s)]) ds

—f(s,0
5:1(5.9)
W ostatniej nieréwnosci zastosowalismy twierdzenie Lagrange’a o wartosci sred-
niej. Poniewaz L jest wartoscia, skoriczona, (zgodnie z zalozeniami twierdzenia
pochodna jest funkcja ciagla na domknietym prostokacie R, zatem z tw. Weier-
strassa jest funkcja ograniczona) wiec mozemy zapisa¢ nastepujace oszacowanie

[Yk-1(5) — Yr—2(s)| ds.

X

to

[y (t) — yr—1(t)| < L/t: lye_1(8) — yp_2(s)| ds.

Poniewaz
) = (0] < L [ () = wols)l ds = L [ fn(s) — ()] ds
t s t (t—t0)2
=L /f(m,yo)dm ds < ML | (s—ty)ds=ML—7—
to 1Jto to 2
zatem
2 t—t 3
lys () — L/ n(s) — g () ds < L [ ap B0 go - ppp2E=00)"
to 2 3‘

Powtarzajac powyzsze rozumowanie tatwo juz (indukcyjnie) dowiesé, ze

0\
) — i ()] < i 2T

Majac oszacowane w ten sposéb kolejne wyrazy badanego szeregu mozemy
udowodni¢ jego zbieznos¢. Istotnie, mamy

3 () = weoa()] < 32 HEE - Fereow )

k=1

co implikuje zbieznosé szeregu a zatem zbieznosé ciagu funkcji y,(¢) do pewnej
funkcji y(t).

Ad. 2. Skoro wiemy juz, ze ciag funkcji y,, (t) zbiega do pewnej granicy zbadajmy
czym ona jest. Przechodzac do granicy w definicji iteracji Picarda otrzymujemy

t
lim g1 (8) = 5o + Jggo/t f(5,yn(s)) ds.
0
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Tak wiec granica spelnia rownosé

0=+ [ Fsyls)ds

z czego wynika, ze jest réwniez (na mocy Twierdzenia 4.0.3) rozwiazaniem
rozpatrywanego zagadnienia rézniczkowego.

Aby uzasadni¢ mozliwosé przejscia z granica, pod calke (a przy okazji szacujac
réznice |y(t) — y,(t)|) zauwazmy, ze

90~ (O] < [ 1£6s5() = Fsmu(lds <L [ lyls) = o)l ds.

Korzystajac z zapisu w postaci sumy teleskopowej i przeprowadzajac podobne
rozumowanie jak w czesci pierwszej otrzymujemy

t to

5O~ ni1(0) > I -ualds <L S [ o))l ds <
tok =n+1 k=n+1
+oo t (t—t t—t 1+1
fmr1 7o il Ml (2 + 1)!

z uwagi na zbieznos¢ ostatniego szeregu tatwo zauwazy¢, ze |y(t) —yn(t)| —n—oo

0

Ad. 3. W dowodzie jednoznacznosci rozwiazan kluczowa, role odgrywa nastepujacy

Lemat. (Gronwall) Niech nieujemna funkcja U(t) spelnia nierdwno$é

t
u(t) <a+b [ u(s)ds (4.4)
to
dla a,b > 0. Wtedy
u(t) < aetlt=t)

dla kazdego y >t
Dowéd. Zdefiniujmy nowa funkcje U(z) = a+b [ u(s) ds spelniajaca réwnanie

rozniczkowe

U'(2) = bu(z),

a z uwagi na (4.4) réwniez nier6wnosé

U'(z) =bu(z) <b (a +b [ u(s) ds> =bU(2).

to
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Mnozac powyzsza, nieréwnosé przez e =) i catkujac po odcinku [to, t] otrzy-
mujemy

U(t) < Ultg)ett=t),

Korzystajac z nieréwnosci (4.4) i faktu, ze U(ty) = a otrzymujemy zadana
nierownosé .
u(t) <a+b | uls)ds=U(t) < ae’~%),
to

a

Majac tak silne narzedzie w postaci lematu Gronwalla uzyjemy go do dowie-
dzenia jednoznaczno$ci rozwiazan naszego zagadnienia.

Zatézmy (nie wprost), ze istnieja dwa rozwiazania naszego zagadnienia - y; (t)
i yo(t). Korzystajac z twierdzenie Lagrange’a oraz z faktu, ze obie funkcje sa
rowniez rozwiazaniami zagadnienia catkowego, mozemy napisac

) = o (0) = | || (FCs.31(5)) = Fs.3a()) ds

<L [ () - (o)) ds

Stosujac lemat Gronwalla do funkcji u(t) = |y1(t) —y2(t)] za =0ib =L
otrzymujemy
ly1(t) — y2(2)] <0,

co implikuje y1(t) = y2(t) a wiec jednoznacznos$é rozwiazan.

Tym samym dowdd twierdzenia Picarda-Lindelofa jest zakonczony. 4
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Przyktadowe zadania

Zadanie 29. Oblicz pierwsze dwie iteracje Picarda dla zagadnienia vy’ = t? +
y?, y(0) = 1.

Zadanie 30. Oblicz pierwsze trzy iteracje Picarda dla zagadnienia i’ = el +v2,
y(0) = 0.

Zadanie 31. WyprowadZ wzér na n-ta iteracje Picarda y,(z) i oblicz jej
granice gdy n — oo dla podanych zagadnienn Cauchy’ego:

a) y=-y, y(0)=1 b) ¢y=z+y, y0) =1

o) y=2ay, y0)=1 d) y+y*=0, y0)=0

Zadanie 32. Oblicz kolejne iteracje Picarda dla zagadnienia Cauchy’ego iy’ =
2t(y + 1), y(0) = 0 i udowodnij, ze zbiegaja one do rozwiazania y(t) = e’ — 1.

Zadanie 33. Udowodnij, ze y(t) = —1 jest jedynym rozwiazaniem zagadnie-
nia

v =t(1+y), y(0) = —1. (Wsk. zastosuj Lemat Gronwalla.)

Zadanie 34. Dla podanich nizej zagadnien Cauchy’ego udowodnij, ze rozwiazanie
y = y(t) istnieje na zadanym przedziale. Powtarzajac rozumowanie podane na
wykladzie udowodnij, ze jest to jedyne rozwiazanie.

v =y*>+cost?;, y(0)=0; 0<t<1/2

v =1+y+y?cost; y(0)=0; 0<t<1/3

y=t+y% y(0)=0; 0<t<(1/2)%3

Y= +y% y(0)=0; 0<t<1/2

y=e % y(1)=0; 1<t<144/e/2

Zadanie 35. Rozwazamy zagadnienie poczatkowe y' = t> + y?,  y(0) = 0.
Niech R bedzie prostokatem 0 < t < a, —b < y < b. Udowodnij ponizsze
stwierdzenia.

a) Rozwiazanie tego zagadnienia y(t) istnieje dla 0 < ¢ < min{a, b/(a* + b?)}.
b) Przy ustalonym a, maksymalna warto$cia wyrazenia b/(a®+ b?) jest 1/(2a).
¢) Maksymalna warto$¢ wyrazenia min{a, 1/(2a)} jest przyjmowana dla a =
1/v/2.

d) Rozwiazanie y(t) istnieje na przedziale 0 < ¢t < 1/4/2.

caecTe

Zadanie 36. Wskaz przedziat (mozliwie najwiekszy), na ktérym istnieje rozwiazanie
zagadnienia:
a)y =2y° —t,y(1) = 1; b)Y =t+e, y(1) = 0.
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Zadanie 37. Uzasadnij, ze zagadnienie ¥ = 1+ ¢*  y(0) = 0 nie ma
rozwiazania okreslonego na calej proste;.

Zadanie 38. Czy wykresy dwoéch réznych rozwiazan danego rownania moga
sie przecina¢ w pewnym punkcie (to, o) jezeli rGwnaniem tym jest:

a)y =y’ +t, by =y 7

Wyznacz mozliwie wszystkie takie punkty (to, o).

Zadanie 39. ZnajdZ rozwiazanie zagadnienia y' = ty/1 — y2, y(0) = 1, r6zne
od rozwiazania y(t) = 1. Ktére z zalozen Tw. Picarda-Lindel6fa nie jest spelnione?

Zadanie 40. Wyznaczy¢ nieskoniczenie wiele rozwiazan réwnania y' = 2y'/?

z warunkiem poczatkowym y(0) = 0. Ktére z zalozen Tw. Picarda-Lindel6fa
nie jest spelnione?

Zadanie 41. Inny dowdd uproszezonej wersji Lematu Gronwalla. Niech w(t)
bedzie nieujemna ciagla funkcja spetniajaca,

w(t) < L ttw(s) ds
0

na odcinku tg < t < tp + «. Poniewaz w jest ciagla, istnieje taka stata A, ze
0 < w(t) < A dla wszystkich ty <t < to+ a.
a) Udowodnij, ze w(t) < LA(t —tp).
b) Uzyj tego oszacowania do dowodu, ze w(t) < AL*(t — ty)?/2.
c¢) Pokaz indukeyjnie, ze w(t) < AL"(t — to)™/nl.
d) Udowodnij, ze w(t) =0 dla to <t < tg+ .
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Rozdziat 5

Wstep do metod numerycznych

5.1 Schemat Eulera

Istnienie rozwiazania, ktore mozemy wypisa¢ wzorem, jest niestety rzadko-
Scia w Swiecie réwnan rézniczkowych (oczywiscie poza tendencyjnie dobranymi
przykladami na wykladzie :-)). Jednoczesnie tw. Picarda-Lindel6fa gwarantuje
namm szeroka klase réwnan o ktérych wiemy, ze posiadaja rozwiazanie (chéby
lokalne w czasie). Wspomniane twierdzenie podaje nawet konstrukcje rozwia-
zania (jako granicy ciagu iteracji Picarda), ale z praktycznego punktu widzenia
nie jest to definicja zbyt uzyteczna.

Pewnym pomystem na to jak wyglada przyblizona postaé¢ rozwigzania jest
zastapienie pochodnej w punkcie ty, prawa strona réwnania (mamy bowiem
Y'(to) = f(to,y)) 1 zalozenie, ze w otoczeniu ¢, rozwiazanie daje sie przyblizy¢
funkcja liniowa, czyli

y(t) = y(to) + ' (to)(t — to),

dla matych wartosci t — t,.

5.1.1 Konstrukcja schematu Eulera

Powyzszy pomyst ma swoje odzwierciedlenie w nastepujacej definicji:
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Definicja.

Schematem Eulera (o kroku h) dla zagadnienia
y = [ty),
y(to) = Yo,

nazywadé bedziemy ciag {y;} zdefiniowany w sposéb nastepujacy:
Yo = y(to)a

Ykt1 = Yk + f(te, yr)h

gdzie
tit1 = to + kh.
PRZYKLAD 16.
Rozpatrzmy zagadnienie:
{ v =y,
y(0) = 1.

Zagadnienie to ma oczywiscie rozwiazanie dane wzorem y(t) = e'. Jak wyglada
schemat Eulera dla tego zagadnienia? Przyjmijmy h = % i obliczmy:

Yo =y(0) =1,
1
y1Zyo+f(to,yo)h=1+ﬁ-1:1,1,
=y + [(t )h—1+i+i(1+i)—11+011—121
I TR T R ) et

1
us = b+ f(t2,y2)h = 1,21+ £5(1,21) = 1,21+ 0,121 = 1,331,

Zatem warto$¢ schematu Eulera dla t = % wynosi 1,331. A jak sie to ma do
prawdziwej wartosci rozwiazania?

3
y (10) — et~ 1,349

czyli nie jest tak zle jakby wygladalo patrzac na pewien prymitywizm metody

-).
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Oczywiscie manipulujac wartoscia, h mozemy dostawaé lepsze lub gorsze przy-

blizenie prawdziwej wartosci rozwiazania. Biorac np. h = %, juz w pierwszym
kroku przyblizamy prawdziwa, wartos¢ rozwiazania y(f’—o). Mamy mianowicie:
Yo = 3/(0) = 17
3 3 3
=1 — 1] —==14+—==1,3
n +f<107 >1O 10 )

co oczywiscie jest gorszym przyblizeniem wartosci rozwiazania.

Biorac zas mniejszy krok, np. h = % otrzymamy lepsze przyblizenie (ale musi-
my wykonaé szes¢ krokéw zamiast 3).

5.1.2  Analiza bledu

W czedci tej przeanalizujemy, jak duzy btad popetliamy, konstruujac schemat
Eulera o kroku h.

Zalozenia: przyjmijmy, ze funkcje f, %’ % sa, ciagle na prostokacie
R:={(t,x): 6y <t<to+a, |y —yol <b}.
Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia:

0
—f , D := max
dy (t.y)ER

a = min ai
= VA

Przedstawmy uzyteczny lemat (na razie bez dowodu)

— — of of
M = ({gggle(t,y)I, L:= [nax EREACY) o

)

Lemat. Niech Ey, Fr,, ..., E;, ... bedzie ciaqgiem liczb rzeczywistych, Ey = 0.
Jesh
Ewi1 < AE .+ B
to B
B, < ——(AF —1).

A-1
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Bedziemy chcieli teraz oszacowaé réznice miedzy k-tym krokiem schematu Eu-
lera a wartoscia rozwiazania w punkcie tg, tzn. |y(tx) — yx|-

Przypomnijmy, ze rozwijajac funkcje y(t) w szereg Taylora (do drugiego rzedu)
mozemy napisac:

! y”(Q) 2
Y(tisr) = y(ts + h) = y(te) +y'(te)h + ?h
a poniewaz rozpatrujemy réwnanie ¢y’ = f(¢,y) mamy réwniez:

) = 50/ @) = 0 = (5 + L) o

f o df 9] of
< — —| = 1
<dt+dy ()< max 15 +/(0:9) (51
Wracajac zatem do gléwnego toku rozumowania mamy
/ y”(@) 2
[Y(rsr) = | = [y(te) + 4 (E)h + =70 =y = f(t ye)hl
/!
0
< Iylh) — il + 11 to(8)) — F o w) B+ |0 e
df Dh2 Dh?
< Jy(te) = yil + [y(te) — vl y( )| b+ — S ly(tk) — yil(L + Lh) + —

W powyzszym rozumowaniu skorzystaliémy z twierdzenia o wartosci sredniej i
oszacowania (5.1).

Pora zastosowaé lemat 5.1.2. Niech

Dh?
A=1+1Lh, B:T, Eo = |y(to) —yo| =0

Zatem stosujac lemat otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

Dh?

ﬂ(u + Lh)F —1).

ly(tr) — yi| <
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Proste oszacowanie 1 4+ x < e* zastosowane powyzej dla x = Lh daje

hD

[y(te) — ml < S (e = 1), (5.2)

Zauwazmy, ze k - ilos¢ krokéw pomnozona przez h- diugos¢ kroku musi by¢
mniejsza niz « - przedzial na ktérym udowodnilismy (z tw. Picarda-Lindelofa)
istnienie jedynego rozwiazania. Zatem dla hk < « zachodzi

hD

ly(te) =yl < E(e“ —1). (5.3)

Jak wida¢ to oszacowanie nie zalezy od k.

Procedura. Zalézmy, ze chcemy wyznaczy¢ wielko$é h jaka musimy przyja¢ w
schemacie Fulera by btad pomiedzy schematem Eulera a prawdziwym rozwiazaniem
byl mniejszy niz ¢, niezaleznie od czasu ¢.

W tym celu, opierajac sie na wzorze (5.3) musimy

- wyznaczy¢ stale M, L, D oraz udowodnic¢ istnienie i jednoznacznosé rozwiazan
dla danego zagadnienia (z tw. Picarda-Lindel6fa) na odcinku [tg, ¢y + o],

- a nastepnie rozwigza¢ nieréwnos¢

hD

al
— —-1) <
5T (e )<e
co daje nastepujace oszacowanie kroku h
2L
h<ée——Fr—"—. 54
€D(eaL - 1) (54)

5.2 Inne schematy numeryczne

Przy oznaczeniach jak powyzej przedstawmy inne schematy numeryczne dla
zagadnienia

y'(t) = f(t,y),
y(to) = Yo
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Dla oznaczen (podobnie jak powyzej)

vo =y(to), try1=to+kh

poszczegolne schematy wygladaja nastepujaco:

1. Schemat Taylora

— te, Ui )b e / ' ay
Y1 = Yk + f(te, yr) +2(6tf< k7yk)+f(kayk)ayf(kayk)>'

2. Zmodyfikowany schemat Eulera

h h
Yet1 = Y + f (tk + 5 Uk + §f(tk, yk)) h.

3. Schemat Heuna

h h
Ykl = Yp + gf(tk, Yi) + §f<tk+1,yk + hf (th, yr))

Wiecej schematéw oraz analize btedu dla nich mozna znalezé np. w ksiazce A.
Palczewskiego [6].

Przyktadowe zadania

Zadanie 42. Uzywajac metody Eulera z krokiem h = 0,1 wyznacz przy-
blizona wartos¢ rozwiazania dla ¢ = 1. Oszacuj blad jaki popelniamy. Nastenie
znajdz rozwiazanie podanego zagadnienienia i poréwnaj otrzymang wartosé z
wartoscia rzeczywista,.

y=1+t—y,y(0)=0;  y =2ty y0)=2 v =1+y"—1y(0)=0.
Zadanie 43. Oszacuj blad jaki popelmiamy uzywajac metody Eulera z kro-
kiem h aby znalezé przyblizona warto$é¢ rozwiazania zagadnienia y' = (2 +
y*)/2, y(0) = 1 dla dowolnego t € [0,2/5]. Wskazéwka: Rozwazaj prostokat R:
0<t<1,0<y<2

Zadanie 44. Wyznacz odpowiednia wielkos¢ kroku h w metodzie Eulera tak
aby btad, ktory popeliamy wyznaczajac wartoséi rozwiazania zagadnienia iy’ =
eV —y?,  y(0) = 0 w dowolnym punkcie ¢ € [0,1/e] byt nie wigkszy niz 0,0001.



Rozdzial 6

Ro6wnania liniowe drugiego
rzedu

Réwnaniem liniowym drugiego rzedu nazywamy réwnanie rézniczkowe
postaci

y'(t) +p()y'(t) +a()y(t) = f(1), (6.1)
gdzie p(t),q(t) i f(t) sa ciaglymi funkcjami zmiennej t.

Roéwnanie w ktérym f(¢) = 0 nazywamy jednorodnym zas, gdy f(t) # O -
rownaniem niejednorodnym.

Réwnania drugiego rzedu uzupeliamy dwoma warunkami. Z reguly sa to wa-
runki poczatkowe dla szukanej funkcji i jej pochodnej, tzn.:

y(to) =yo, Y (to) = 1.

PRZYKLAD 17.
Jedno z najprostszych rownan drugiego rzedu, to réwnanie:

Nietrudno zgadnaé, ze rozwiazaniami tego réwnania sa funkcje e’ oraz e~'. Jak
pokazemy, rozwiazanie ogdlne rozwazanego rownania jest kombinacja liniows,
powyzszych rozwiazan.

a
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Rozpatrzmy najpierw

6.1 Roéwnania liniowe II-go rzedu, jednorodne

Twierdzenie ktére gwarantuje istnienie jednoznacznego rozwiazania ma postac

Twierdzenie 6.1.1 Niech funkcje p(t) i q(t) beda cigglte na odcinku (a, f3).
Niech ty € (o, 3). Wtedy zagadnienie

y' +pt)y + q(t)y =0,
y(to) = yo,
y'(to) = 1.

ma doktadnie jedno rozwigzanie dla o <t < [3.

Nie bedziemy dowodzi¢ tego twierdzenia w catej ogdlnosci, ograniczymy sie
tylko do wyznaczenia rozwigzan dla szczegdlnych klas réwnan liniowych.
Wprowadzmy teraz nowe pojecie:

Definicja.
Wyznacznikiem Wronskiego (inaczej wronskianem) funkcji y,(t) oraz
yo(t) nazywamy wyznacznik

Wl (0,02(0] = | 200 00 | = (000~ st 0

Oczywiscie pojecie wronskianu mozna uogdlni¢ na przypadek trzech i wiecej
funkeji (bierze sie wtedy odpowiednia ilosé pochodnych tychze funkcji).

Definicja.
Mowimy, ze funkcje yi(t), y2(t) sq liniowo niezalezne, jesli wroriskian Wy, (t), ya(t)] #
0 dla kazdego t.

Nastepne twierdzenie bedzie uzasadnieniem stwierdzenia z przyktadu 17.

Twierdzenie 6.1.2 Niech funkcje p(t) i q(t) bedq ciagte dla t € [a, §]. Niech
beda dane dwa rozwigzania yi(t) i yo(t) réwnania

y" +pt)y +q(t)y =0, (6.2)
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na odcinku [a, B]. Zatézmy dodatkowo, Ze rozwiazania te sq liniowo niezalezne.
Wtedy funkcja
y(t) = Cryn(t) + Coya(t)

bedaca kombinacja liniowa funkeji yi(t) i yo(t) dla dowolnych stalych Cy i Cy
jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania (6.2).

Dowéd. Poniewaz zaréwno y;(t) jak i y2(t) sa rozwiazaniami réwnania (6.2),
wiec ich kombinacja liniowa jest rowniez rozwiazaniem. Pozostaje udowodnic,
dla dowolnych warunkéw poczatkowych yg, y; istnieja stale C, Cs takie, by
spelione byly warunki poczatkowe. Podstawiajac funkcje y(¢) do réwnan spet-
nianych przez warunki poczatkowe otrzymujemy

Ciyi(t) + Caya(t) = o,
Ciyi(t) + Coyh(t) = 1.

Korzystajac z wzoréw Cramera dowodzimy, ze powyzszy uklad (z szukanymi
(4 1 Cy) ma rozwiazanie o ile

yi(t) ya(t)
0.
| w0 o) |7
Poniewaz zaktadalidémy liniowa niezaleznosé rozwiazan y;(t) i y2(t) wiec po-

wyzszy warunek jest zawsze spetiony, co konczy dowadd.

a

Jakkolwiek twierdzenie 6.1.1 implikuje istnienie jednoznacznych rozwiazan réwnania

[I-go rzedu, to nie zawsze jesteSmy w stanie podac¢ rozwiazanie explicite - wzo-
rem. Niekiedy jednak taki wzér mozemy podacé. A dzieje sie tak zawsze w
wypadku gdy badamy

6.1.1 Roéwnania liniowe drugiego rzedu o stalych wspol-
czynnikach

Jak nietrudno sie domysli¢, réwnania o stalych wspétczynnikach, to takie w
ktérych funkcje p(t) oraz ¢(t) sa funkcjami stalymi tzn. postaci

ay” (t) + by’ (t) + cy(t) = 0. (6.3)
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Pomyst na znalezienie roziwazania polega na szukaniu go wsrdd funkcji postaci

gdzie r jest pewna, liczba rzeczywista,
Wryliczajac pierwsza, (re’) i druga (r?e™) pochodna funkcji y(t) i podstawiajac
do réwnania (6.3) otrzymujemy:

ar’e™ + bre" 4 ce™ = 0 <= " (ar®* + br +¢) = 0.

Zatem funkcja y(t) = €™ jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego, o ile r
jest pierwiastkiem réwnania

ar? +br +c¢=0,
nazywanego réwnaniem charakterystycznym (sam za$ wielomian ar?+br+

¢ nazwiemy wielomianem charakterystycznym).

Wystarczy wiec rozpatrzeé trzy przypadki:

o A =0%—4dac >0 (dwa, rézne pierwiastki rzeczywiste)

Oznaczajac pierwiastki przez r; i ro otrzymujemy nastepujace rozwiazania:

Poniewaz

rit rot

e
e

e

roet2t | T (ro — r1)e'1F72) £ 0,

Wi (), v2(O) = | e v

wiec rozwiazania te sa liniowo niezalezne. Zgodnie zatem z twierdze-
niem 6.1.2 rozwiazanie ogdlne badanego rownania rézniczkowego wyglada
nastepujaco;

y(t) = Cre™ + Cye™". (6.4)

o A =10>—4dac=0 (jeden, dwukrotny pierwiastek rzeczywisty)

Poniewaz mamy tylko jeden pierwiastek 7y (i jedno rozwiazanie y;(t) =
e™), drugiego rozwiazania bedziemy szukaé¢ wsréd funkeji postaci:

ya(t) = f(t)e™".
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Obliczajac pochodne i podstawiajac je do réwnania (6.3) otrzymujemy
nastepujacarownoscé
a(f"(t)e™ + 2f (t)roe™ + f(t)rae™) + b(f'(t)e + f(t)roe™") + ce™ =

=" (f"(t)(ary 4+ bro +c) + f'(t)(2roa +b) + f(t)a) = af”(t)e™".

Ostatnia réwnosé¢ wynika z faktu, ze r jest pierwiastkiem réwnania arg +
. , . . , b

bro +c = 0 (co zeruje wspétczynnik przy f”) i ma postac¢ 7o = —5- (a

wiec 2arg +b = 0).

Szukana funkcja f(t) musi wiec spelnia¢ warunek f”(t) = 0, z czego
wynika, ze f(t) = kt + [, dla dowolnych k i [. Poniewaz le™" jest juz
rot

rozwiazaniem wiec za drugie rozwiazanie yo(t) przyjmiemy funkcje te’’.

Pozostaje nam tylko sprawdzi¢ liniowa niezaleznos¢ obu rozwiazan. Mamy

eTot te'rot
roe™t  rote™t 4 roerot

Wiy (1), ya(t)] =

— 627'015 + T0t62rot - T0t627‘0t — 627"015 7£ 07

Ostatecznie rozwiazanie ogdlne réwnania dane jest wzorem

y(t) = Cre™ + Cyte™". (6.5)

o A =10>—4dac <0 (dwa, sprzeione pierwiastki zespolone)

W tym przypadku pierwiastki maja posta¢ r1 = a + i, ro = a — i3,
rozwiazania za$ (zespolone!) wygladaja nastepujaco:

y1(t) = @O = e (cos ft+isin ft),  yo(t) = e @ = e (cos Bt—isin Bt).

Szukajac rozwiazan rzeczywistych wezmy czesci rzeczywiste (e* cos (t) i
urojone (Fe® sin (t) rozwiazan zespolonych. Poniewaz czedci urojone obu
rozwiazan sa sobie réwne (z dokladnoscia do stalej) wiec wystarczy wziaé
je dla tylko jednego z pierwiastkow. Podobnie postepujemy dla czesci rze-
czywistej (tutaj akurat czesci rzeczywiste rozwiazan dla obu pierwiastkéw
sa sobie réwne). Jak nietrudno sprawdzi¢ zaréwno czesé rzeczywista jak
i urojona rozwiazania zespolonego jest rozwiazaniem (rzeczywistym!) na-
szego rownania.
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Wronskian dla tych rozwiazan réwny jest

B e cos Gt e sin [t _
Wy (8), y2(t)] = e (acos Bt — Bsinft) e*(asinft + Beosft) |
_ ﬁ€2at 7& 0’

z czego wynika ich liniowa niezalezno$é¢. Zatem rozwiazanie ogélne rownania
dane jest wzorem

y(t) = Cre® cos Bt + Cae™ sin [, (6.6)

gdzie a« = Re r1, = Im ry.

Zbiér liniowo niezaleznych rozwigzan rownania nazywamy fundamentalnym
zbiorem rozwigzan.

6.2 Roéwnania II-go rzedu, niejednorodne

Twierdzenie 6.2.1 Rozpatrzmy réownanie II-go rzedu lintowe, niejednorodne,
3. postaci:

y" +p)y +at)y = f(t), (6.7)
gdzie p(t),q(t), i f(t) sq funkcjami cigglymi. Niech ¢ (t) bedzie dowolnym roz-
wigzaniem rownania (6.7), a y1(t) i y2(t) dwoma liniowo niezaleznymi rozwig-
zaniami rownania jednorodnego

y' +p(t)y +aq(t)y =0. (6.8)
Wtedy rozwigzanie ogdlne réwnania (6.7) ma postaé:
y(t) = Crya(t) + Caga(t) + (). (6.9)

Powyzsze twierdzenie redukuje kwestie znalezienia rozwigzania ogblnego, do
znalezienia jakiego$ rozwiazania szczegdlnego 1 (t) (o ile potrafimy znalezé roz-
wigzania rownania jednorodnego).

Jak znalez¢ takie szczegdlne rozwigzanie? Ograniczajac sie do rownan o statych
wspotczynnikach zasadniczo dysponujemy dwiema metodami:
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6.2.1 Metoda (usprawiedliwionego) zgadywania

Metoda ta opiera si¢ na obserwacji, ze pochodne wielomianéw sg réwniez wie-
lomianami, podobnie pochodne funkcji trygonometrycznych sg funkcjami try-
gonometrycznymi a pochodne funkcji wyktadniczych sa funkcjami wyktadni-
czymi.

Jesli wiec prawa strona réwnania (6.7) jest np. wielomianem, to rozwigzania
szezegblnego 1(t) szuka¢ mozemy posroéd wielomianéw itp.

Prezentowana metoda dziata w wypadku, gdy prawa strona réwnania (czyli
funkcja f(t)) jest, najogdlniej, iloczynem wielomianu i funkcji wyktadnicze;
(sinusy i cosinusy traktujemy jako czesci urojone i rzeczywiste odpowiednich
funkeji wyktadniczych).

Mozemy sformutowaé nastepujace kryterium

Kryterium. Rozpatrzmy rownanie
ay’ + by + cy = e"w(t), (6.10)

gdzie r jest liczbg zespolong, a w(t) jest wielomianem stopnia n. Jesli ro jest
k-krotnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego ar?® + br + ¢, to ()
- rozwigzania szczegolnego rownania (6.10) szukaé nalezy wsrod funkcji postaci

them W (1)
gdzie W (t) jest wielomianem tego samego stopnia co wielomian w(t).

W powyzszym kryterium przyjeliSmy, dla uproszczenia, konwencje, ze jesli r
nie jest pierwiastkiem wielomianu, to nazywamy go pierwiastkiem 0-krotnym.

Koniecznosé sprawdzenia czy rq jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycz-
nego wiaze sie z faktem, ze w takim przypadku lewa strona réwnania obliczona
na e zawsze bedzie dawala 0 (funkcja ™' nalezy do jadra operatora okreslo-
nego przez lewa strone réwnania). Musimy zatem zmodyfikowaé nieco rozwia-
zanie, czego przyktad mielidmy juz przypadku zerowego wyrdznika wielomianu
charakterystycznego, dla réwnan jednorodnych.

UWAGA.
Jedli funkcja f(t) jest suma kilku réznych funkeji, to rozwiazanie szczegdlne
sktadac si¢ bedzie z sumy odpowiadajacych im rozwigzan szczegdlnych.
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PRZYKLAD 18.
Rozpatrzmy przyktad

y" —y = cost.
Poniewaz cost = Re (e°T) rozpatrzymy najpierw réwnanie y” — y = e, na-
stepnie biorac czesé rzeczywista rozwigzania zespolonego. Liczba ¢ nie jest pier-
wiastkiem wielomianu charakterystycznego r? — 1, zatem rozwigzania szczegdl-
nego szuka¢ bedziemy wsrod funkcji postaci

Y(t) = Ce™.
Podstawiajac taka funkcje do badanego réwnania otrzymujemy
_C«eit _ Ceit _ eit,

. . . o 1 cs e . . .
z czego wnioskujemy, ze C' = —3. Oczywiscie jest to rozwigzanie zespolone.
Chcac otrzymac rozwiazanie rzeczywiste bierzemy czesé rzeczywista tego roz-
wiazania (bo prawa strona réwnania cost = Re (e%7)).

.« s _ 1 . . . .
Jak tatwo sprawdzi¢ ¢(t) = —35 cost jest rzeczywistym rozwigzaniem rozpatry-
wanego réwnania.

a

PrRzyki.AD 19.
Rozpatrzmy przyktad
y" + 4y = sin(2t) + Ste'. (6.11)

7, uwagi na to, ze prawa strona réwnania jest sumg dwoch funkcji rozwigzanie
szczegbdlne bedzie roéwniez suma dwoch funkeji bedacych rozwigzaniami szcze-
gblnymi réwnan

y' 44y = sin(2t), i y" + 4y = Ste'.

Zacznijmy od lewego rownania. Podobnie jak w poprzednim przypadku sin(2t)
jest czescia urojona funkcji zespolonej e®T2%. Ale, inaczej niz poprzednio 2i
jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego r? + 4. Zatem zespolonego
rozwigzania szczegblnego szukac¢ bedziemy wsrod funkeji postaci

1 (t) = Cte*™.
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Podstawiajac do rownania otrzymujemy nastepujacy zwiazek
4iCe*" — 4Cte™ 4 4Cte™ = ",

z czego wynika, ze stata C' = 4%. Rozwigzanie zespolone bedzie zatem postaci
1

Py (t) = 5te*® = (5 sin(2t) — i cos(2t)). Czed¢ urojona rozwigzania zespolo-

, 1 . . . . .
nego, réwna —t3 cos(2t) jest poszukiwanym rozwiazaniem rzeczywistym.

Poniewaz 1 nie jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, rozwigzania
szczegolnego dla drugiego réwnania poszukiwaé bedziemy wéréd funkeji postaci

y(t) = (at + b)e'.
Po podstawieniu do réwnania otrzymujemy rownos¢
(at +a+ b)e' + 4(at + b)e' = bate' + (a + 5b)e’ = 5te',
z czego wnioskujemy, ze a =1 a b = —%.

Zatem, rozwigzanie szczegblne réwnania (6.11) wyglada nastepujaco:

D) = W1 (£) + b (£) = —ti cos(2t) + (t _ ;) .

6.2.2 Metoda uzmienniania stalej (parametru)

Druga z prezentowanych metod opiera sie na zatozeniu, ze rozwigzanie rowna-
nia niejednorodnego da si¢ przedstawi¢ jako kombinacja rozwigzan bazowych
rownania jednorodnego i pewnych funkc;j.

Zakladamy zatem, ze rozwiazanie bedzie miato postac:

y(t) = Cr()ya(t) + Ca(t)ya(?),

gdzie C1(t) i Cy(t) sa nieznanymi funkcjami, a y;(t), y2(¢) zbiorem rozwiazan
fundamentalnych réwnania jednorodnego.



62 ROZDZIAE 6. ROWNANIA LINIOWE DRUGIEGO RZEDU

Obliczny pierwszg pochodng takiego rozwigzania:

y'(t) = Cr(B)ya(t) + Cr(t)y () + Co(t)ya(t) + Ca(t)ya(t).

Zauwazmy, ze druga pochodna zawiera¢ bedzie wyrazenia z CY (t), C4(t), co nie
uprosci zbytnio zagadnienia. Zatézmy zatem, ze:

Ci(t)ya(t) + Cy(t)ya(t) = 0,
wtedy

y'(t) = Crt)yn (8) + Cr()yr (1) + Co(1)ys(t) + Ca(t)ys (¢)-

W réwnaniu zatem nie pojawig sie drugie pochodne poszukiwanych funkcji
Ci(t), Ca(t).

Po podstawieniu tak obliczonych wartosci y(t),y'(t), y"(t) oraz skorzystaniu
z faktu, ze y;1(t),y2(t) sa rozwiazanimi réwnania jednorodnego otrzymujemy
nastepujacy uktad réwnan spetniany przez C|(t) i C4(t):

Cr(t)ya (1) + Co(t)y(t) =0,

CrBy () + Co(t)ys(t) = f(2),

co mozemy zapisaé jako

(0 s ()= () o

Poniewaz y; 1 y2 sa liniowo niezalezne (dla kazdego t), zatem

W] =| %) 40 |20

a co za tym idzie réwnanie (6.12) ma zawsze rozwiazanie.
Oczywiscie, aby dosta¢ rozwigzanie réwnania niejednorodnego, trzeba jeszcze
obliczy¢ funkcje pierwotne dla C] i C5.

PRzZYKLAD 20.
Rozpatrzmy réwnanie

y"(t) + y(t) = sint.
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Wielomian charakterystyczny ma dwa pierwiastki: 4, zbiér rozwigzan funda-
mentalnych sktada sie z cost i sint. Réwnanie (6.12) przybiera postaé

(i ot ) ()= (anta )

majacy rozwigzanie:
C(t) = —sin’t, C4(t) = sint cost.

Proste catkowanie pozwala nam na podanie jawnej postaci C i Ch:

1 1
Ci(t) = —/sin%dt =7 sin(2t) — 3t Do

1
Co(t) = /sintcostdt =3 cos(2t) + Do,

a co za tym idzie postaci rozwigzania rownania

1 1 1
y(t) = <4 sin(2t) — §t + Dl) cost + (—4 cos(2t) + Dg) sint

1 1 1
= D;cost+ (Dy + Z)Sint— §tcost = Fycost+ Eysint — itcost.

Rozwiazanie zatem ma taka sama strukture jak to wynikatoby z zastosowania
poprzedniej metody: jest sumg rozwigzania ogdélnego rownania jednorodnego i
pewnego rozwigzania szczegdlnego rownania niejednorodnego.

a
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Przyktadowe zadania

Zadanie 45. Dwa rozwiazania y; (t) i yo(t) réwnania liniowego drugiego rzedu,
spetiajace
Wiy (t), y2(t)] # 0, bedziemy nazywali fundamentalnym zbiorem rozwigzan
rownania.

Zadanie 46. Udowodnij, ze funkcje y;(t) = v/t i yo(t) = 1/t tworza, funda-
mentalny zbiér rozwiazan réwnania 2t%y” + 3ty — y = 0. Znajdz rozwiazanie
tego réwnania spehiajace warunki poczatkowe: y(1) = 2,¢/(1) = 1.

Zadanie 47. Udowodnij, ze funkcje y(t) = e /2 i yo(t) = e /2 [l e¥/2ds
tworza, fundamentalny zbior rozwiazan réwnania y” 4+ ty’ + y = 0. Znajdz
rozwiazanie tego réwnania spetiajace warunki poczatkowe: y(0) = 0,4/(0) = 1.

Zadanie 48. Niech y;(¢) i y2(t) beda rozwiazaniami réwnania y” + p(t)y’ +
q(t)y = 0, gdzie p(t) i q(t) sa ciagle w pewnym przedziale [«, (5]. Oznaczmy

W(t) = Wiy (1), y2(1)] = v1(£)ws(t) — i (H)ya(t).

a. Poprzez bezposredni rachunek sprawdz, ze W’ + p(t)IW = 0.
b. Na podstawie poprzedniego punktu wywnioskuj, ze dla kazdych t,t, €
(v, (] jest prawdziwa réwnos$é Wy (t), y2(t)] = Wy (to), y2(to)] exp (— ftto p(s) ds.)
c. Udowodnij, ze wyznacznik Wroriskiego W[y, (), y2(t)] jest albo tozsamosciowo
réwny 0 lub nigdy nie zeruje sie na przedziale |, (3].
Zadanie 49. Udowodnij, ze y(t) = t* nigdy nie moze by¢ rozwiazaniem
réwnania y” + p(t)y’ + q(t)y = 0 dla ciagtych p(t) i ().
Zadanie 50. Zalézmy, ze wyznacznik Wronskiego rozwiazan réwnania y” +
p(t)y + q(t)y = 0 jest staly (niezalezny od t) i rézny od 0. Udowodnij, ze
p(t) = 0.
Zadanie 51. Znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien:
a)y’+y —10y=0, y(1)=5 y(1)=2
b)y'+y +2y=0, y0)=1, y(0)=-2
)2 —y' +3y=0 yl)=1 y(1)=1
d) 9" +6y' +y=0, y(0)=1, y'(0)=0;
Zadanie 52. Roéwnanie postaci t2y” + aty’ + By = 0, a, 3 — stale, nazywa
sie rdwnaniem FEulera. Udowodnij, ze funkcja y(t) = t" jest rozwiazaniem tego
réwnania o ile r* 4+ (o — 1)r + 3 = 0.

Zadanie 53. Znajdz rozwiazanie ogélne réwnania t?y” + 5ty — 5y = 0.
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Zadanie 54. Znajdz rozwiazanie zagadnienia t?y” —ty' — 2y = 0, y(1) =
0,7'(1) = 1 na przedziale 0 < t < 0.

Zadanie 55. Sprawdz, ze W [e® cos (t, e* sin Bt] = Be?*t.

Zadanie 56. Zalézmy, ze a > 0, b > 0 i ¢ > 0. Udowodnij, ze kazde
rozwiazanie rownania ay” + by’ 4+ cy = 0 dazy do 0 gdy t — oc.

Zadanie 57. Zalézmy, ze réwnanie y"+p(t)y'+q(t)y = g(t) ma trzy rozwiazania:
2, 24+ e? 1+ 1t?+ 2e*. ZnajdZ rozwiazanie ogdlne. Znajdz to réwnanie.
Zadanie 58. Zalézmy, ze réwnanie y"+p(t)y'+q(t)y = g(t) ma trzy rozwiazania:
3¢t + e, Tel + ¢, et + et + ef’. Znajdz rozwiazanie tego réwnania
speliajace warunki poczatkowe y(0) = 1, ¢/(0) = 2.

Zadanie 59. Stosujac metode uzmieniania stalych znajdz rozwiazanie nastepujacych
rownan:

Y — 4y + 4y =te*, 2" =3y +y=(t*+1)e!, 3y’ +4y +y= (sint)e".
Zadanie 60. Stosujac metode uzmieniania statych znajdz rozwiazanie zagad-
nienia

y'—y=f@1), y0)=y(0)=0.

Zadanie 61. Znajdz jedno szczegdlne rozwiazanie rownan:

a) y// + 3y — t3 _ 1’ b) y// + 4y/ + 4y — t@at, C) y// —y = t2€t,

Dy +y+y=1+t+¢t e) vy’ + 4y = tsin 2t,

) 4" — 2y + 5y = 2(cos? t)e!, g) ¥+ y = costcos2t.

Zadanie 62. ZnajdZ rozwiazanie szczegdlne réwnania (1—t2)y” —ty’+9y = 0,
jezeli wiadomo, ze ma ono rozwiazanie szczegdlne bedace wielomianem stopnia
3. Uwaga: réwnanie Czebyszewa (1—2)y” —ty'+n*y = 0 zawsze ma rozwiazanie
szczegblne bedace wielomianem stopnia n.

Zadanie 63. Dla jakich wartoéci k i w réwnanie 2" + k% = sin wt ma przy-
najmniej jedno rozwiazanie okresowe?

Zadanie 64. Dla jakich wartosci a zagadnienie y"+ay = 1, y(0) = 0, y(1) = 0,

nie ma rozwiazan?

Zadanie 65. Szukamy rozwiazania szczegdlnego réwnania y” — 2y’ +y = te’.
Sprawdz przez bezposrednie podstawienie, ze préba szukania rozwiazania szczegdlnego
w postaci ¥1(t) = (ag + ait)e’ Tub ¥y(t) = (ag + ait + ast®)e’ prowadzi do
Sprzecznosci.

Wyjasnij, dlaczego szukajac rozwiazania w postaci ¥3(t) = (ag + ait + ast® +
ast3)e! mozna przyjaé, ze ag = a; = 0.
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Rozdzial 7

Rownania liniowe wyzszych
rzedow

Roéwnaniem rézniczkowym rzedu n-tego nazywamy réwnanie postaci
an()y™ () a1 (O)y" D () Fan-o(O)y" 2 (6)+. . Far )y (1) +ao(t)y(t) = f(1).

Réwnanie to uzupeliamy zwykle nastepujacymi warunkami poczatkowymi

y(O) = Yo,
y/(O) =Y,
y//(()) = Y2,

y"(0) = yu1,

W wypadku gdy funkcja f(¢) = 0 réwnanie nazywamy réwnaniem jednorod-
nym.

Podobnie jak w przypadku réwnan II-go rzedu mozemy sformulowaé twierdze-
nie:

Twierdzenie 7.0.2 Niech funkcje y1(t),y2(t), ..., yn(t) beda liniowo nieza-
leznyma rozwigzaniami rownania

an(t)y™ (&) +an-1(t)y" V() F a2 Oy )+ A ar )y (t) +ao(t)y(t) = 0.

67
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Wiedy rozwiazaniem ogolnym powyziszego rownania jest:
y(t) = Crya(t) + Caa(t) + ... + Cryn(t),

gdzie Cp,Cs, ..., Cy sq dowolnymi statymi.

Przypomnijmy, ze liniowa niezaleznosé¢ rozwiazan oznacza, ze wronskian tych
funkcji jest rézny od 0, tzn.

nit)  va(t) Ui (1)
Wy (1), ya(t), ..., yn(t)]| = det y.l (t) yQ(t) yr(t) 40
O ORI

7.1 Roéwnanie jednorodne o stalych wspétczyn-
nikach

Rownanie jednorodne o stalych wspoétczynnikach to réwnanie w ktérym wszyst-
kie funkcje a;(t) nie zaleza od czasu (sa statymi), tzn. ma postaé

any™ + a1y Y + any™ T + .+ a1y + agy = 0. (7.1)

Rozwiazan réwnania jednorodnego o stalych wspotczynnikach bedziemy poszu-
kiwali (podobnie jak bylo to w przypadku réwnan IlI-go rzedu) wsréd funkeji
postaci y(t) = e, gdzie r jest pewna liczba rzeczywista.

Podstawiajac y(t) do réwnania (7.1) otrzymujemy

A" 4 17" e A g T2 L agre”™ + age™ = 0.
Liczba r spelnia wiec rownanie

~1 -2
Ap’" + 1" F Ay T+ ar+ag=0

Wielomian po lewej stronie réwnania (réwnania charakterystycznego) na-
zywamy wielomianem charakterystycznym, a jego pierwiastki pierwiast-
kami wielomianu charakterystycznego.
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W przypadku gdy wszystkie pierwiastki rq, 79, . .., 7, sa rozne rozwiazanie réwnania
jest kombinacja liniowa, funkcji €™, e ... e™! zatem:

y(t) = Cre™" + Che™ + ... + Cpe’™.

W wypadku gdy r; jest k—krotnym pierwiastkiem wielomianu charaktery-

stycznego to rozwiazaniami odpowiadajacymi temu pierwiastkowi sa funkcje
67“it’ tlerit’ e tk—ze’r‘it7 tk_lerit.

Kiedy za$ rownanie ma pierwiastki zesplone z; = a + bi oraz z, = a — bi, to
rozwiazniami dla tych pierwiastkéw sa funkcje Re(z1) = e™ cos(bt) i Im(z1) =
e sin(bt).

PRzZYKLAD 21.
Znajdziemy rozwiazania rOwnania

yO ) — 2y (1) + 25 (1) — o/ (1) = 0,
z warunkami poczatkowymi

y(0) = 0,5/(0) = 0,5"(0) = 1,y"(0) = =7,y = =9,y = —21.

Wielomian charakterystyczny dla tego réwnania ma postaé

PO —2r5 4 2r3 — % = (r — 1)3(r + 1)r*.
Zatem rozwiazaniami sa funkcje:

e, tel, te, et 1, t.
a rozwiazanie ogélne rownania ma postac
y(t) = Cre’ + Cote' + Cst?el + Cue ™t + C51 + Cgt.

Uwzgledniajac warunki poczatkowe musimy zatem rozwiazac¢ nastepujacy uktad
rownan

C1+Cy+ Cs = 0
Ci+Cy,—Cy+Cs = 0
Cir+20,+205+Cy = 1
Ci+3C,+6C; —Cy, = =7
Ci+4C,+ 1205+ Cy = -9

Cy+5Cy,+20C; —Cy = =21
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Rozwiazaniami sa stale
Ci=1,0,=0,C3=-1,0y =2,C5 = -3,Cs =1,
a rozwiazanie ma postac

y(t) = e —t?e' + 27" — 3+t

7.2 Rozwigzania niejednorodne

Twierdzenie 7.2.1 Niech U (t) bedzie szczegdlnym rozwiazaniem réwnania nie-
jednorodnego:

an()y ™ () +an1 (D)y" D (O Fan—2(0)y" 2 () +. . Far(B)y () +ao(t)y(t) = f(2).
(7.2)

Niech funkcje y1(t),yo(t), ..., yn(t) beda zbiorem fundamentalnych rozwigzan

réwnania jednorodnego (tzn. powyziszego réwnania z f(t) =0).

Rozwiazaniem ogélnym réwnania (7.2) jest wtedy funkcja

y(t) = Cryi(t) + Caya(t) + ... + Cryn(t) + ¥ (1),

gdzie C,Csy, ..., C, sa dowolnymi statymi.

Aby znalezé¢ rozwiazanie szczegdlne W(t) postugujemy sie teoria z réwnan I1-go
rzedu (metoda zgadywania).

PRzZYKL.AD 22.
Zmalez¢ rozwiazanie rownania

y () + 29" (t) — 2" () + Sy(t) = 18¢’.
Wielomian charakterystyczny ma postac

- 2rt —2r 8 = (1 —2r + 2)(r + 2)%,
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jego pierwiastki to
lel—i, T2:1+i, ?”374:—2,
a fundamentalny zbiér rozwiazan wyglada nastepujaco

e'sint, el cost, e, te .

Poniewaz prawa strona réwnania jest postaci e’ zatem rozwiazania szczegdlnego
U(t) bedziemy szukaé¢ w postaci Ce’.
Podstawiajac ¥(t) = Ce' otrzymujemy

Ce'(14+2—2+8) = 18¢".

Zatem
C=2

a rozwiazanie szczegdlne jest postaci
2¢’.
Rozwiazanie ogélne réwnania ma zatem postac

y(t) = Cre' sint + Cye’ cost + Cse™ " + Cyte™ + 26t

a
Przyktadowe zadania
Zadanie 66. Znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien:
a) y™ —y=0, y(0)=1, y(0)=y"(0)=0, ¢"(0)=-1;
(v) _ 2y(w) + y/// =0, y( ) /(0) _ y (O) y///(o) 0, y(w)<0 —1;

b) y _
c) y(“’ Ty =t y(0)=0y(0)=2y"(0) =1,4"(0) =0, 4™(0) =1,
d) y" =2y +y =€, y(0)=2,9(0) =y"(0) = y"(0) =0, y™(0)=1.
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Rozdzial 8

Rozwigzania w postaci szeregéw
potegowych

Jedna z metod stosowana, niekiedy w rozwiazywaniu réwnan I1-go (i wyzszych)
rzedow jest metoda szeregow potegowych. Polega ona na tym, ze rozwiazania
szukamy w postaci szergu potegowego tzn. y(t) = 379 a,t". Oczywiscie mozliwosci
stosowania tej motody sa ograniczone. Najlepiej sprawdza sie gdy wspotczynniki
a;(t) sa wielomianami zmiennej ¢ a réwnanie jest jednorodne.

Sama teoria jest prosta i najlepiej poznaé ja w dzialaniu, a wiec przyktad:

PRzYKLAD 23.
Rozpatrzmy réwnanie
y" + 2y + 2ty = 0,

z warunkami poczatkowymi

Zgodnie z tym co powiedzieliSmy wczesniej y(t) bedziemy szukaé w postaci:

y(t) = Z ant".
n=0

Kolejne pochodne wyrazaja sie zatem wzorami;

o0 o0
y(t) =Y na,t" = > (n+ agt",
n=1 n=0

73
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Y'(t) = nn—1a,t" =" (n+2)(n+ 1Dayot"
n=2 n=0

Zwroémy uwage, na zamiane zmiennych jakiej dokonalismy, aby otrzymac wy-
razenia z prawych stron. Gtéwnym celem tej zamiany byto otrzymanie wyktad-
nika ¢ réwnego n.

Podstawiajac otrzymane funkcje do réwnania otrzymujemy:

oo o0

S(n+2)(n+ Dapot™ + 2 (n+ Dapat" +2t Y a,t" =

n=0 n=0 n=0

[e.o]

S (n+2)(n+ Danpot” + > (n+ Dant" ™+ Y 2a,t" = 0.

n=0 n=0 n=0
Dokonujac zamiany zmiennnych w ostatnich dwéch szeregach (aby otrzymaé
", zamiast obecnego t"!) i zapisujac wszystkie wyrazenia w postaci jednego
szeregu, otrzymujemy:

S (n+2)(n+ Dansat" + > (n— Dag_1t" + > 2a,11" =
n=0 n=2 n=1

2az + (6az + 2a0)t + > ((n+2)(n+ D)ay2 + (n+ )a,_1) t" = 0.

n=2

Z powyzszej réwnosci wynika, ze

as = 0, (8.1)
Qg
as ::__E;7
Qp—1
An+2 = _n I 2

Poniewaz powyzsza zaleznos¢ rekurencyjna definuje warto$é¢ a,, w zaleznosci
od wyrazu o indeksie mniejszym o 3, (8.1) implikuje, ze wyrazy as, as, as, - . .
sa rowne 0. Znajac wartosci ag i a; bedziemy wiec mogli wyznaczy¢ wszystkie
wspOlezynniki w szeregu definiujacym y(t).

Jak wyznaczy¢ ag i a;? Jesli warunki poczatkowe zadane sg w tradycyjny sposob
(tzn. okreslaja warto$¢ rozwiazania i jej pochodnej w 0), to wyznaczaja one
poszukiwane wielkosci ag i a;. Mamy bowiem:

y(0) = Z a,0" = ag,
n=0
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[e.0]

y/(O) = Z(n + 1)an+10n = ap
n=0
(bo 0° = 1). Poniewaz a; = 0 zatem z zalezno$ci rekurencyjnej ciag ay, as, ar, . . .
to ciag 0. Pozostalo nam okresli¢ cigg wartosci wspotczynnikow postaci asy,
zaczynajacy sie od ag. Zapisujac zaleznos¢ rekurencyjng w bardziej przyjaznej

formie
Ap,

n+3’
otrzymujemy nastepujacy cigg wartosci dla naszego zagadnienia:

An+3 = —

ap,
Qo
“=Tg
e — Ao Qo
6 = =
3-6 32.1-27
Qo Qo

T390 33.1.2.3""

co tatwo mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

k4o

asgp — (—1) %

Rozwiazanie rozpatrywanego zagadnienia wyraza si¢ zatem nastepujacym wzo-
rem

y(t) = ant" = agt®™ = Z(—l)kﬂt?’k =75,
n=0 k=0 =0 3k k!

Z uwagi na to, ze rozwigzanie dane jest szeregiem, nalezy jeszcze sprawdzi¢, dla
jakich t szereg ten jest zbiezny, czyli wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu. W
rozpatrywanym przyktadzie promien ten réwny jest, oczywiscie, +oo.

a

Oczywiscie nie zawsze udaje sie zwinaé szereg definujacy y(t) do tak tadnej
postaci, niemniej jednak stosowanie metody szeregdéw potegowych pozwala nie-
kiedy na znalezienie rozwigzania, kiedy inne metody zawodza. Zauwazmy, ze
w powyzsze] metodzie nie wymagamy by wspotczynniki byty liczbami, chod,
rzecz jasna, najtatwiej stosowaé te metode kiedy wspotczynniki, czy tez pra-
wa strona réwnania, sa wielomianami, badz funkcjami ktére tatwo rozwingé w
szereg.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 67. Znajdz rozwiazanie ogdlne réwnan: vy’ +ty' +y =0, ¢y’ —ty =
0, y"—t3y = 0. Zbadaj promien zbieznoéci otrzymanych szeregéw potegowych.

Zadanie 68. Znajdz rozwiazanie nastepujacych zagadnien:

a)y'+1?y =0, y(0)=2, y(0)=-1

b) t2—t)y" —6(t—1)y' —4y=0, y(1)=1, y(1)=0

Zadanie 69. Rdéwnanie postaci ¢y’ — 2ty + \y = 0, gdzie A jest pewna
stala nazywa sie réwnaniem Hermite’a. (a) Znajdz dwa niezalezne rozwiazania
réwnania Hermite’a. (b) Udowodnij, ze dla A = 2n (n — liczba naturalna)
rownanie Hermite’a ma rozwiazanie w postaci wielomianu stopnia n

Zadanie 70. W ponizszych zagadnieniach znajdz rekurencyjne wzory na
wspolezynniki w rozwinieciu rozwiazania w szereg >0 ant™ (PS. W przypadku
probleméw wyznacz tylko pie¢ pierwszych wspélezynnikéw szeregu.)

a) (1—t)y" +ty +y=0, y(0)=1, y'(0)=0;

b) y" +ty +e'y=0, y(0)=1, y(0)=0;

Ay’ +y +ety=0, y0)=3, y(0) =25



Rozdzial 9

Transformata Laplace’a

W rozdziale tym zapoznamy z pewna metoda rozwigzywania réwnan réznicz-
kowych polegajacej na przeksztatceniu rownania rézniczkowego w rownanie al-
gebraiczne. Tak przeksztalcone réwnanie mozemy w tatwy sposdb rozwiazac,
znajdujac rozwigzanie ktore jest przetransformowanym rozwigzaniem réwnania
rozniczkowego.

Narzedziem ktore umozliwia dokonanie takiej transformacji jest transformata
Laplace’a.

9.1 Definicje i wlasnosci

Definicja.
Niech f(t) bedzie funkcjg okreslong na [0,+00). Transformata Laplace’a
funkcji f nazywamy funkcje

F(s) = L{FO}s) = [ e f ) .

UwAcA. Transformata Laplace’a jest operatorem liniowym.
Istotnie nietrudno stwierdzi¢, ze

L{c1f1(t) + cafa(t)}(s) = alL{fi(t)} + c2L{fo(t) }-

7
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Pewnym ograniczeniem (aczkolwiek malto uciazliwym w praktyce) jest fakt,
ze transformata Laplace’a jest dobrze okre$lona tylko dla funkcji o wzroscie
podwyktadniczym, tzn. takich, dla ktorych istniejg state ¢ i M takie, ze

[f(0)] < Me™.

Twierdzenie 9.1.1 Jesli funkcja f(t) jest kawalkami ciggla i ma wzrost pod-
wyktadniczy to transformata Laplace’a istnieje dla s > c.

Dowdd.

Oszacujmy warto$¢ bezwzgledng transformaty Laplace’a;
LU0 < [T e rmldr< [T e Metdr< [T Mele .
0 0 0

Ostatnia catka jest skonczona o ile s > ¢, co implikuje teze twierdzenia.

PRZYKLAD 24.
Obliczymy transformate Laplace’a kilku funkcji

e Niech f(t) =1, wtedy

L{1}(s) = /Om st — L

S

zatem
s>0

1
L{1}(s) = { rslie istnieje s <0

e Niech f(t) = e, wtedy

£{eys) = el i =

S—a

zatem .

at . S—a s >a
£} s) = { nie istnieje s < a.
e Dla funkeji f(t) = cos(at) transformata dana jest catka [;° e~ cos(at) dt.
Mozemy obliczy¢ te transformate jednak w prostszy sposob, korzystajac
z faktu, ze cos at = Re €. Obliczmy zatem transformate et

1 S e

E{Giat}(S) _ /OO e(ia—s)t dt = o

— = +1 .
0 s—ia  s2 4+ a? $2 + o2
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Biorac czes$¢ rzeczywista otrzymanej catki otrzymujemy

s
2+ a2

L{cos(at)}(s) =

e Podobnie biorac czedé urojong catki L{e*}(s) mozemy obliczy¢ trans-
formate Laplace’a sinusa

L{sin(at)}(s) =

«

s2 4+ a?’

a

Nastepne twierdzenie pozwoli obliczy¢ transformate Laplace’a dla bardziej skom-
plikowanych funkcji, bez uciekania si¢ do bezposredniego obliczania catki.

Twierdzenie 9.1.2 Oznaczmy przez F(s) transformate Laplace’a funkcji f(t).
Wtedy

LA F0)}(5) = Fls —a),
LD} s) = - F(s).

Dowadd. Dowodd pierwszego faktu jest banalny

L{e™ f(1)}(s) = /0 " ettest (1) dt = /0 T ety dt = F(s — a).

Aby dowiesé drugiej czesci twierdzenia obliczmy pochodng transformaty (czyli
prawa strone réwnosci)

CZF(S) — CZ/OOO e f(t)dt = /UOO @( eI f(1)) dt

= [Tt at = £{-t7 )} ().

PRZYKLAD 25.

Wiedzac, ze L{f(t)}(s) réwna jest obliczymy funkcje f(¢).

(s 127
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Zauwazmy, ze ﬁ = —d% ((511))' Poniewaz ﬁ = L{e'}(s), wigc, na mocy

twierdzenia 9.1.2

CE T <<s - 1>> = L1} o) = £l 5).

a

Nastepne twierdzenie pozwoli obliczy¢ transformate pochodnych, co bedzie uzy-
teczne przy stosowaniu transformaty Laplace’a do réwnan rozniczkowych.

Twierdzenie 9.1.3 Oznaczmy przez F(s) transformate Laplace’a funkcji f(t).
Wtedy

L{f' (1)} (s) = sF(s) = f(0),
L{f"(#)}(s) = s"F(s) — s£(0) = £(0).

Dowdéd. Obliczmy

+o0

L) = [ e =0l — [ () f(e) e =

0 0

= —f(0) + 5/0+OO e " f(t)dt = sF(s) — f(0).

Analogiczny rachunek pozwala dowie$¢ drugiego ze stwierdzen.

9.2 Zastosowania transformaty Laplace’a

Uzytecznos¢ transformaty Laplace’a w zastosowaniu do réwan rozniczkowych
wynika bezposrednio z twierdzenia 9.1.3, ktére pozwala zamieni¢ pochodne
funkcji na transformate poszukiwanej funkcji.

Idea poszukiwania rozwiazania za pomoca transformaty Laplace’a polega na
zamianie rOwnania rézniczkowego na rowanie algebraiczne, znalezieniu rozwia-
zania tegoz réwnania algebraicznego, a nastepnie odpowiedzeniu na pytanie:
transformata jakiej funkcji rowna jest otrzymanemu rozwigzaniu algebraiczne-
mu. Funkcja ta bedzie rozwiazaniem rownania rézniczkowego.
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Oczywiscie jako operator liniowy transformata Laplace’a jest operatorem roz-
nowartosciowym, zatem dla rozwiazania rownania algebraicznego, istnieje tylko
jedna funkcja ktorej transformata jest ta funkcjg.

PRZYKLAD 26.
Rozpatrzmy zagadnienie

y'(t) — 2/ (t) = 3y(t) = €™,

y(0) =1, y(0)=0.

Oznaczmy przez Y (s) transformate Laplace’a funkcji y(t). Korzystajac z linio-
wosci transformaty Laplace’a

L{y"(t) = 2y'(t) = 3y(t) }(s) = L{y" (1)} () — 2L{y/ (1)} (s) = 3L{w(1) }(5) =
=5V (s) —s—0—2(sY(s) —1) —=3Y(s) = Y(s)(s* — 25 — 3) +2 — s.

Prawa strona rowna jest £{e*t}(s) = -L;. Tak wicc Y (s) spelnia nastepujace
roéwnanie

1
Y(s)(s* =25 —3)+2—s5=
S—
s?—4s+5 —1 1 5
V(s) — _ "3 2 6
(5) (s —2)(s—3)(s+1) s—2+s—3+3+1

LAYHE) = Y () = 5 L H6) + 5L} 6) + SLEe ) s) =

1 1 5
E{—§62t + 5631t + ge—t}(s)

Zatem rozwigzaniem zagadnienia rézniczkowego jest funkcja

1 1 )
P ey 18t 2t
y(t) 3¢ + 7€ + 5e
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Przyktadowe zadania

Zadanie 71. Stosujac wzor [5° e~ dx = V/7/2 oblicz L{t/?}.

Zadanie 72. Uzasadnij, ze kazda z podanych funkcji ma wzrost podwykladniczy:
t" (dla kazdego n > 0); sinat; eV?.

Zadanie 73. Uzasadnij, ze nie istnieje transformata Laplace’a funkcji e’

Zadanie 74. Zalézmy, ze f(t) ma wzrost podwykladniczy. Udowodnij, ze
F(s) = L{f(t)} dazy do 0 gdy s — cc.

Zadanie 75. Niech F(s) = L{f(t)}. Udowodnij indukcyjnie, ze
I {d”f(t)} = s"F(s) — 8" Lf(0) — ... — @ —11)(©0)

dtn T
Zadanie 76. Stosujac transformate Laplace’a znajdz rozwiazania nastepujacych
zagadnien:
a)y’ —by +4y=¢€*  y(0)=1, ¢(0)=—1;
b)y" =3y +2y=e', y(0)=1, y'(0)=0;
) y" —6y" + 11y’ —6y =¥, y(0) =0, ¥'(0) =0, y"(0) =0;
Zadanie 77. Oblicz transformaty Laplace’a funkcji: t*, t"e®, ¢ sin at, t* cos at.
Zadanie 78. Zalézmy, ze F'(s) = L{f(t)} oraz granica limy o f(¢)/t istnieje.
Udowodnij, ze L{f(t)/t} = [° F(u) du.

at bt

sint cosat—1 e%—e
t t ’ t

Oblicz transformaty Laplace’a funkcji:

Zadanie 79. Stosujac transformate Laplace’a znajdz rozwiazania nastepujacych
zagadnien:

a)y'+y=sint, y(0) =1, y(0)=2

b) " +y=tsint, y(0)=1, ¢'(0)=2;

o)y’ +y +y=1+e’,  y(0)=3, y(0)=-5;



Rozdziat 10

Uktady réwnan liniowych

Bardzo czesto w zastosowaniach rownan zwyczajnych mamy do czynienia nie z
pojedynczym rownaniem, a kilkoma réwnaniami. Gtownie wiaze sie to z faktem,
ze pojedyncze rownanie opisuje zmiany tylko jednej badanej zmiennej. Jesli w
rozpatrywanym modelu pojawia sie kilka zmiennych, naturalnym pomystem
jest zastosowanie uktadéw réwnan.

Typowy uktad liniowych réwnan rézniczkowych ma postaé

/

ZL’1<t) = a11T1 +aprs+...+ a1pT,
/

ZEQ(t) = Q91T1 + Gxs + ...+ AonTy

2 (t) = amx1 + ano®a + ...+ app
n nl4l n242 nntn

co skrétowo mozemy zapisac, jako

x = Ax,
gdzie x(t) = (z1(t), 22(t), ..., z,(t)), a macierz A jest macierza n X n postaci
aj; a2 ... Qip
g | e oam . am
Ap1 Apa .. Qpp

Oznaczenie. Pogrubiony x oznaczaé¢ bedzie zawsze wektor (jesli nie jest to za-
znaczone, bedzie to wektor n wymiarowy), o wspotrzednych (zq(t), za(t), . . ., z,(t)).

83



84 ROZDZIAEL 10. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

Jak zobaczymy w dalszej czesci rozdziatu uktad n réwnan jest bardzo blisko
powiazany z réwnaniem liniowym n-tego rzedu. Zachodzi bowiem nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 10.0.1 Dowolne réwnanie liniowe n-tego rzedu da sie zapisaé
jako uktad n rownan liniowych pierwszego rzedu.

Dowdd. Rozpatrzmy réownanie liniowe n-tego rzedu postaci
an 2™ (t) 4 a2V (@) + .+ ayx(t) = 0. (10.1)
Wprowadzajac nowe zmienne
p(t) = 2(t), 1) =20, ) =) .. yalt) = "),
otrzymujemy nastepujace zaleznosci:
Y0 = (@0 D), 1) = 1), (0 = (), Yo () = ya(t).

Ostatnie réwnanie wyliczamy z (10.1)

ya(t) (= 2(0) = =) = D)) = -y - 2y ),

a?’l an n n

W ten sposéb zamieniliémy réwnanie (10.1) na réwnanie x' = Ax, gdzie

0 1 0o ... 0
A 0 0o 10
% _a _@  _On

a

Implikacja w drugg strone nie zawsze jest prawdziwa, co pokazuje nastepujacy
przyktad

PRzYKL.AD 27.

/

ry = —Tg,
/

Ty = T,

Th = 3.
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Poniewaz tylko réwnania na x) i x5, sa ze soba powiazane, nie da si¢ napisac
rownania trzeciego rzedu. Mozliwe jest tylko napisanie dwdch réwnan pierw-
szego i drugiego rzedu. Mamy bowiem:

"o r

Gléwnym celem tego rozdziatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia

Zagadnienie
x' = Ax, x(0) =xg (10.2)

ma dokladnie jedno rozwigzanie dla t € (—oo, +00),

oraz prezentacja sposobéw wyznaczania rozwigzan tego zagadnienia.

Dowdd tego twierdzenia rozpoczniemy od ogodlnego faktu opisujacego przestrzen
jaka tworzg rozwigzania rozpatrywanego zagadnienia.

Twierdzenie 10.0.2 Zbior wszystkich rozwigzan rownania
x = Ax, (10.3)
tworzy n-wymiarowq przestrzen liniowg.

Dowéd. Niech x1, x5 beda dwoma dowolnymi rozwiazaniami zagadnienia (10.3).
Prosty rachunek pokazuje, ze ich kombinacja liniowa, tzn. A\;x; + \oxs dla do-
wolnych statych rzeczywistych A\, Ay réwniez spetnia to rownanie. Korzystajac,
z faktu, ze dzialanie macierzy A jest odwzorowaniem liniowym, otrzymujemy

(Ax1 + /\2X2)/ = ()\1X1)/ + ()\2X2)/ = A(\x1) + A(Aaxg) = A(Ax1 + AoXa).

Wykazalismy, w ten sposob, ze przestrzen rozwigzan jest przestrzenia liniows.
Pozostaje nam ustali¢ wymiar tej przestrzeni. W tym celu wprowadzmy funkcje
¢;, zdefiniowana jako rozwigzanie zagadnienia

x' = Ax, x(0)=(0,...,0,1,0,...,0)" (10.4)
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gdzie 1 znajduje sie na j-tym miejscu (poza j-tym miejscem wystepuja same
0).

Sprawdzimy teraz, czy ¢; sa liniowo niezaleznymi rozwigzaniami rozpatrywane-
go zagadnienia, co jest rownowazne wykazaniu, ze nie istnieja niezerowe wspot-
czynniki ¢; takie, ze

> ei6(t) = 0.

Zauwazmy, ze powyzsza suma dla ¢ = 0 przybiera postac

> cipi(0) =>¢;(0,...,0,1,0,...,0)" = (c1,¢0, ..., ¢y ycn) T
j=1

J=1

Ostatni wektor jest wektorem zerowym wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie
wspotezynniki ¢; sg rowne 0, co implikuje liniowg niezaleznos¢ funkcji ¢;.
Znalezlidmy wiec n liniowo niezaleznych elementow przestrzeni rozwiazan. Po-
zostaje nam udowodni¢, ze jest to baza, czyli, ze kazde rozwiazanie da sie
zapisa¢ jako kombinacja liniowa tych elementéw.

Niech x(t) bedzie rozwiazaniem zagadnienia (10.2). Twierdzimy, ze funkcja
postaci

Z Cj¢j (t>v
j=1

gdzie ¢; jest funkcjg zdefiniowana powyzej, a c; jest wartoScig wystepujaca na
J-tym miejscu warunku poczatkowego x.

Poniewaz - jak wykazaliSmy powyzej - dowolna kombinacja liniowa funkcji ¢,
jest rozwigzaniem réwnania, ostatnia rzecza koniecznag jest wykazanie, ze dla
t = 0 funkcja Y7, ¢;¢;(t), przyjmuje wartos¢ xo. Z uwagi na to, ze ¢;(0) ma
niezerowa wartosc tylko na j-tym miejscu, a ¢; jest wartodciag wystepujaca na
J-tym miejscu warunku poczatkowego xq, dowodd jest trywialny.

Zauwazmy, ze w ten sposob wykazalismy, ze funkcje ¢; tworza baze, a Ze jest
ich n, zatem i przestrzen ktoéra rozpinajag jest n wymiarowa, co konczy dowod
calego twierdzenia.

a

Twierdzenie 10.0.3 Niech X1,Xa,...,X, bedq rozwigzaniami zagadnienia

x' = Ax, x(tg) =X (10.5)
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Wtedy nastepujace warunki sq réownowazne
a) x1(t),xa(t), ..., X, (t) sq liniowo niezalezne dla kazdego t € IR
b) x1(to),x2(to), - -, Xn(to) sq@ liniowo niezalezne.

PRZYKLAD 28.
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad

co jest rownowazne uktadowi rownan

I
:El — .:CQ,

[
Ty = T1 —2Ts.

Tak jak to robiliémy poprzednio, mozemy sprowadzi¢ ten ukltad do jednego
roOwnania drugiego rzedu
o = =22 + 1.

Powyzsze rownanie ma rozwigzanie ogolne bedace kombinacja liniows rozwig-
zaf fundamentalnych e(-1=V2t i e(-1+V21 Poniewaz xy = '}, wiec

x e(_l_\/i)t 6(_1+\/§)t
" =cC +C
( 72 ) : ( (—1— V/2)el-1-v2r ) ’ ( (—1+ V2)e- 1+ )

1 1
— (—1-V2)t (—14+v/2)t
Cl(—l—\/i>e +C2<—1+\/§>6 '

Metoda prezentowana ponizej (tzw. metoda wartosci wtasnych) umozliwi nam
podanie rozwigzania bez uciekania sie do zamiany dwoch réwnan pierwszego
rzedu na jedno réwnanie rzedu drugiego (jak w powyzszym przyktadzie).

10.1 Metoda wartosci wlasnych

Motywacja do przedstawianej metody jest nastepujaca obserwacja:
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aby funkcja postaci x(t) = eMv byla rozwigzaniem réwnania x'(t) = Ax, ko-
nieczne jest by \ 1 v spelnialy rownanie

Av = Dv.

Obserwacja ta wynika z podstawienia funkcji o rozwazanej postaci do réwnania.

Mamy bowiem:
(eAtV)l _ (e)\t)/v — )\eAtV

oraz
(eMv) = A(eMv) = eMAv.

Poréwnujac prawe strony obu rownan otrzymamy zadang rownosc.

Definicja.
Liczbe A € IR spetniajgcq réwnosé

Av = )v

nazywamy wartoscig wtasng macierzy A. Wektor v € IR" nazywamy zas
wektorem wlasnym dla macierzy A.

Obliczanie wartosci i wektorow wtasnych jest standardowa operacja wyktadang
w trakcie kursu algebry, w dalszej czesci przywotamy zatem jedynie niezbedne
fakty, definicje czy twierdzenia bez podawania dowodow.

Dla utatwienia zaktadamy, ze macierz A jest macierza 2 x 2.

Aby obliczy¢ wartosci i wektory wtasne macierzy A zauwazmy, ze réwnanie
Av = v mozemy zapisa¢ jako (A — AId)v = 0. Z réwnosci tej wynika, ze ma-
cierz (A—AId) powinna mie¢ wyznacznik zerowy, co umozliwia nam znalezienie
poszukiwanych wartosci wlasnych. Majac obliczone te wartosci, wektory wta-
sne (dla kazdej z wartosci wlasnych z osobna) wyznaczamy z tej samej réwnosci
podstawiajac za A\ rozpatrywang wartosc.

Przypomnijmy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.1.1 Niech \; i v;, j = 1,2,...,n bedqg odpowiednio warto-
sciams wlasnymi 1 odpowiadajgcymi tm wektorami wiasnymi. Wtedy:
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- wektory x; = eMv; sa rozwigzaniami réwnania X' (t) = Ax.

- wektory wlasne v; odpowiadajgce réznym wartosciom wlasnym \; sq liniowo
niezalezne.
- jezeli wektory v; sq liniowo niezaleine, to niezalezne sq réwniez wektory X;.

Powyzsze twierdzenie implikuje nastepujacy wniosek.

Twierdzenie 10.1.2 Jezeli v; sqg lintowo niezaleine, to rozwigzanie ogdlne
rownania x'(t) = Ax jest postaci

x(t) =Y CjeM'tu;.
=1

PRZYKLAD 29.
Przypomnijmy ostatni przyktad

Poniewaz
—-A 1
zatem wyznacznik z tej macierzy réwny jest
det(A—Nd) =A2+ ) —1=\+2)—1.

Wielomian ten nazywany jest wielomianem charakterystycznym macierzy
A. Poszukiwanymi wartosciami wtasnymi sa;

A o=—1-V2, Ao = —14+V2.
Obliczymy teraz v, - wektor wtasny dla A;. Powinien on spetnia¢ rownanie:

(A—(—l—\/i)[d)v1:<1+1\/§ _1i\/§>v1:o.

Oczywiscie, ostatnia réwnos¢ rownowazna jest uktadowi réwnan

(1 + \/§>Ul + vo = O,
v+ (1 + V2, =0,
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dla vi = (vy,v9). Jak nietrudno zauwazy¢, mnozac pierwsze réwnanie przez
(v/2 — 1) otrzymamy réwnanie drugie. Nie jest to nic dziwnego, gdyz - przy-
pomnijmy - wyznacznik macierzy A — Al d jest réwny zero, wiec réwnania te
muszg byc zalezne. Mozemy wiec ograniczy¢ sie do jednego z réwnan (powiedz-
my pierwszego).

Wspéhrzedne vy i vy spehniaja zatem réwnosé vy = (—1 — v/2)v;. Zauwazmy,
ze chociaz wektoréw whasnych dla wartoéci wlasnej —1 — v/2 jest nieskoriczenie
wiele, to wszystkie majg postac

1
Vl—const<_1_\/§>

(czyli rozpinaja przestrzen jednowymiarowa).
Za wektor wlasny v; mozemy przyjac¢ dowolny wektor z tej podprzestrzeni.

Przeprowadzajac analogiczny rachunek dla Ay otrzymujemy

(1—1\/5 1

(A-(-l—f-\/i)]d)VgZ _1_\/§>V2:0,

co daje w rezultacie

1
V2—00n3t<_1+\/§>.

Zgodnie z ogdlnymi rozwazaniami na poczatku rozdziatu, rozwigzanie ogoélne
naszego réwnania bedzie kombinacja liniowa

Cl 6)\1tV1 + CQ 6>\2tV2 5

czyli w rozpatrywanym przypadku daje

T\ _ (—1-V2)t 1 (—1+V2)t 1
()=eecmm (L Jreem (L)

Jest to oczywiscie ta sama postaé rozwigzania co otrzymana poprzednia meto-
da.
Q

Kiedy wartosci wtasne sg liczbami rzeczywistymi, stosowanie powyzszej metody
nie przysparza trudnosci (vide twierdzenie (10.1.2)). Kiedy wartosci wlasne sa
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liczbami zespolonymi nasze postepowanie oprzemy na nastepujacej obserwacji
(trywialnej dla rzeczywistych A i v)

UWAGA. Jesli A jest wartoscig wlasng macierzy A a v - odpowiadajacym jej
wektorem wtasnym, to A - liczba sprzezona do A oraz v sg réwniez wartoscia
wlasng i wektorem wtasnym macierzy A.

Dowdd. Dowdd powyzszej uwagi wynika z prostej obserwacji, ze

Av=) v & AV =)V.

Zachodzi zatem nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 10.1.3 Jesli z = x+ 1y jest rozwigzaniem o wartoSciach zespo-
lonych zagadnienia x' = AX, to x (cze$¢ rzeczywista z) iy (cze$¢ urojona z)
sq rozwigzaniami X' = Ax o wartoSciach rzeczywistych.

Dowéd. Zauwazmy, ze
(x +iy) =x"+iy’

1 rOwnoczesnie

A(x +1iy) = A(x) + iA(y).

Poniewaz
Z(t)=Az (x+iy) =Ax+1y).

porownujac czesci rzeczywiste i urojone prawych stron otrzymujemy

x = Ax, y = Ay.

PrzYKLAD 30.
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad
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Poniewaz
A 2
A—ANd= < _9 )

zatem wielomian charakterystyczny réwny jest A2 44, a wartosci wlasne réwne
sa A\ = —2i, Ay = 2i (wartosdci wlasne sg liczbami zespolonymil).

Obliczymy teraz v, - wektor wtasny dla A;. Powinien on spetniaé¢ uktad rownan:

2i?}1 + 21)2 = 0,
—2v1 + 2tvyg =0,

dla vi = (vy,v9). Wspdlrzedne vy i vy spelniaja zatem réwnosé vy = —ivy. Tak
wiec, wektor wlasny dla wartosci wlasnej —2¢ ma postac

wee( 1),

Zauwazmy, ze vy jest wektorem o wartosciach zespolonych.

Analogicznie dla Ay = 2i drugi wektor wlasny vy ma postaé

o (7).

Rozwiazanie (o wartosciach zespolonych) ma zatem postaé nastepujaca

z(t) = Cre " ( _12 ) + Cpe® ( _1Z ) :

Korzystajac z postaci trygonometrycznej, pierwszy sktadnik sumy mozemy za-

pisaé jako
Ci(cos(—2t) + isin(—2t)) (( (1) ) o ( —01 >>

el <COS<_2t) ( (1) ) — sin(—2¢) ( _01 ))—H’C’l (coS(—2t) ( _01 ) + sin(—2¢) ( é ))

= (o )i (ol ) = Sal Jre( Zath )
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Analogicznie, drugi sktadnik zapisujemy jako

Cy(cos(2t) + isin(2t)) (( (1) ) “( _01 ))

B sin(2t) : — cos(2t)

=G ( cos(2t) ) +ics ( sin(2t) )’
Zauwazmy, ze korzystajac z twierdzenia 10.1.3 pierwsze (zespolone) rozwiazanie
fundamentalne da nam dwa rozwigzania rzeczywiste:

cos(2t) : — sin(2t)
. i .
— sin(2t) — cos(2t)
Jak nietrudno sprawdzi¢, drugie rozwiazanie zespolone da nam te same (z do-
ktadoscia do statej, w tym przypadku réwnej —1) rozwiazania rzeczywiste.

Rozwigzanie ogdlne rozpatrywanego réwnania dane jest wiec formutg

xo=ci (o ) re( Timen ).

a

Przypadek, kiedy wielomian charakterystyczny ma dwa takie same pierwiastki
(wyréznik kwadratowy jest réwny zero), wymaga szczegblnego potraktowania,
ktore pozwoli nam uogo6lni¢ poprzednie rozwazania.

Przypomnijmy, ze podobna sytuacja miata miejsce podczas rozpatrywania réw-
nan liniowych drugiego rzedu. Gdy wielomian charakterystyczny miat podwdj-
ny pierwiastek rgy, oprocz rozwigzania e™! dodawali$émy, w nieco sztuczny spo-
s6b, rozwigzanie postaci te"ot.

Ponizej zobaczymy skad bierze si¢ to drugie rozwiazanie.

W tym celu wprowadzmy nastepujaca definicje

Definicja.
Postacig wykltadnicza macierzy macierzy A nazywamy macierz, w postaci
szeregu nieskonczonego

X (tA)E
et =3 o

k=0
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Powyzsza definicja pozwala sformutowaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.1.4 Rozwigzanie zagadnienia
x' =Ax,  x(0) =x

dane jest wzorem
x(t) = e'x,.

Dowéd. Zauwazmy, ze

(tA)* ‘
X ) = A(e"'x).

>

00 N/ oo 1k—1 Ak 0o 1k—1 Ak—1
(tA) ) th1A t"1A A 4 (
k=0

(o) = (Z Al B Dh i sl Dl s}

k=0 k=1 k=1

Ponadto dla t = 0 spelniony jest warunek poczatkowy

tA)  (tA)?
etAXOIt:O = (Id—|— (1|> + (2|) —+ .. ) XO‘t:O = Idxy = Xg.

a
Bezposrednie obliczenie ' z definicji nie jest z reguly, rzecza banalng. Jedynie
w kilku przypadkach, jak np. macierzy diagonalnych czy tez nilpotentnych (tzn.

takich ktérych pewna potega daje macierz o zerowych wspdtezynnikach) daje
sie tatwo zastosowa¢ wzor z definicji.

Przypomnijmy kilka faktéw, uzytecznych w tej teorii:

e Jesli dla macierzy A i B zachodzi AB = BA, to A8 = e4eB.

k k k
o Mty — ( ol %) v = (Zzozo (A]:!) ) Idv = eMv.

e jesli istnieje m # 0 takie, ze B™ = 0, to dla kazdego [ > 1 zachodzi
Bm™+ = (.
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Wréémy do rozwiazania rozpatrywanego zagadnienia. Zapiszmy et4v w naste-
pujacej postaci

etAV — et)\Id + t(Af)\Id)V — et)\ldet(Af/\Id)V — et)\Idet(Af)\Id)V — et)\et(Af)\Id)V.

Druga réwnosé jest prawdziwa na mocy pierwszego z przypomnianych faktéw,

gdyz oczywiscie AId (A — AId) = (A — AId) \d.

Zauwazmy, ze gdy macierz A ma tylko rzeczywiste (rézne) wartodci wlasne A,
to biorac A = \;, v = v, (v; - odpowiedni wektor wlasny) posta¢ rozwigzania
przyjmie nastepujaca forme:

tA t)\jld + t(A,)\].Id)

e V] —e — et)\jet(Af)\de) o tA

\Zi v =¢ev;

co zgadza sie z dotychczas uzywang postacia rozwigzania. Ostatnia réwnos¢ wy-

nika z definicji wartosci wlasnej i wektora wtasnego: Av; = \;v;, co implikuje
Y A-\;Id))* A=)\ Id))F

et(A AJId)Vj — (Ziio (HA=X; 1d))" k{ ) )vj = (Id+22°:1 (t(ikf ) )Vj = Ide =

Vj.

Jak juz stwierdziliSmy to wczesniej, w przypadku zespolonych wartosci wta-
snych, rozwiazaniami rzeczywistymi sg czesci rzeczywiste i urojone tychze roz-
wigzan.

Ostatnim przypadkiem, ktéry musimy rozpatrzeé, jest przypadek wielokrot-
nych wartosci wtasnych.

Oczywiscie w przypadku, kiedy dla jednej wartosci wlasnej \g (wielokrotnej)
potrafimy znalezé wiecej liniowo niezaleznych wektorow whasnych (np. vy, vs),
to eMlvy, eMiv, sg liniowo niezaleznymi rozwiazaniami réwnania.

PRzZYKLAD 31.
Rozpatrzmy réwnanie

x = 3Ox
L0 3 /)™

Macierz A ma tylko jedna warto$¢ wlasna (podwdjna) réwna 3. Zauwazmy, ze

(A—3Id)V:(8 8)V:0,
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ma nieskonczenie wiele rozwiazan. W istocie, dowolny wektor (v, vs) spelnia
to rownanie. Mozemy wiec wybra¢ dwa liniowo niezalezne wektory

() (1)

co daje nam rozwiazanie rozwazanego rownania:

st 1 st (0
x(t) = Che <0>+026 <1>

a

Jak policzy¢ rozwiazanie rownanie, kiedy nie da si¢ znalez¢ wigcej liniowo nie-
zaleznych wektorow wlasnych?

Przyjmijmy, ze mamy macierz 2 X 2 z podwdjng wartoscig wlasna \; dla ktorej
potrafimy znalez¢ tylko jeden wektor wlasny v;.
Oznaczmy przez vy wektor bedacy rozwigzaniem réwnania

(A — )\1[d)V2 =V, (106)

a ponadto liniowo niezalezny z wektorem v;. Obliczmy e!4v,. Mamy

00 k
elhyy = etMld + UA-MID . tha HA-NTd)y _ th (Z (t(A —];'\Jd)) ) o —

k=0

_otn <V2 (A = M Td))ve + (H(A — M\ Id))? (H(A — Alld))3V2>

21 V2t 31
=™ (vy +tvy),
gdyz z (10.6) wynika, ze
(A—MId)?*vy=(A—\Id)v, =0, ogélnie (A — A\ Id)*v, =0, Vk>2.

Pozostaje sprawdzié¢, czy rozwigzania eMvy i e (vy + tvy) sa liniowo nieza-
lezne. Ale dla t = 0 rozwiazania te przyjmuja wartos¢ vy i vo, ktére z defingji
Vv, sa liniowo niezalezne.
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PRZYKLAD 32.
Rozpatrzmy réwnanie

x' = 21x
Lo 2 )™

Liczba 2 jest podwdjng wartosciag wlasng. Pierwszy wektor wtasny obliczamy

7 rOwnania
01 U1 .
(0 0)()=0

co implikuje vy = 0 i postac¢ pierwszego wektora wtasnego

(1),

Zgodnie z procedura zaproponowang powyzej drugi wektor wtasny spetnia réw-

(33)(2)-()

z czego wnioskujemy, ze wo = 1. Pamietajac, ze wektor vy powinnien by¢
liniowo niezalezny z wektorem vy, wybieramy

().

Rozwiazanie ogdélne réwnania ma wigc postaé

ar-aer( L) reer (D)),

10.2 Macierz fundamentalna

Ponizej poznamy jeszcze jedna metode wyznaczania e oparta na znajomoséci
rozwiazan réwnania x' = Ax.
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Definicja.

Niech x1(t),x2(t),...,x,(t) bedg liniowo niezaleinymi rozwigzaniami réwna-
nia X' = Ax. Macierzg fundamentalng dla réwnania x' = Ax nazywamy
macierz

X(t) = (xu(t), x2(t), - ., Xn(t))
gdzie kolejne kolumny tej macierzy sq rozwigzaniamsi x;(t).

Macierz fundametalng uzyjemy do obliczenia e*”. Zachodzi bowiem nastepujace
twierdzenie

Niech X(t) bedzie macierzq fundamentalng dla réwnania X' = Ax. Wtedy

Dowodd tego twierdzenia rozbijemy na trzy lematy: w pierwszym pokazemy,
ze macierz fundamentalna spetnia rozwazane rownanie rozniczkowe, w drugim
pokazemy, ze macierz e jest macierzg fundamentalng, by w ostatnim wykazaé,
ze obie wspomniane macierze sg tozsame z doktadnoscia do przemnozenia przez
macierz o statych wspétczynnikach.

Lemat. Macierz X(t) jest macierzq fundamentalng ukladu x' = Ax, wtedy i
tylko wtedy, gdy
X'(t) = AX(t), detX #0.

Dowdéd. Najpierw udowodnimy implikacje w prawa strone. Jesli X(t) jest ma-
cierza fundamentalna, to kazda z jej kolumn (bedaca rozwiazaniem réwnania
x' = Ax) réwniez musi spelnia¢ to réwnanie. Zatem

X'(t) = (x1(t), X2(t), ..., % () = (x1(2), X3(2), ..., %, (1)) =
= (Ax; (£), A%o(1), . .., A% (£)) = A(x1 (1), Xa(t), . .., Xn(t)) = AX(2).

Poniewaz rozwigzania sa liniowo niezalezne, wiec

det X(t) = det X(0) = det(x1(0),x2(0),...,x,(0)) # 0.
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Implikacja w druga strone réowniez nie jest trudna. jesli bowiem X(¢) spelnia
réwnanie, to (piszac podobne obliczenia jak powyzej), kazda z kolumn réwniez
musi spetnia¢ to réwnanie. Zatem mamy n rozwigzan rownania X’ = Ax. Po-
niewaz dla ¢t = 0 det X(0) # 0 zatem sa to rozwiazania liniowo niezalezne dla
t = 0 a wiec i dla dowolnego t.

a

Lemat. Macierz e jest macierzq fundamentalng uktadu x' = Ax.

Dowdd. W dowodzie postuzymy sie poprzednim lematem. Zauwazmy, ze

1 1 1
(e = (Id+tA+ FEAT+ azf?’A?’ Foh AT =

1 1
P AT ) =
ST T o)

1
3!

Ponadto, z uwagi na nieréwnosé¢ det e® = det Id # 0 tatwo wykazaé, ze

1
=(A+ 515,42 +

1 1
:A(Id+tA+§t2A2+ BA . SERAT L) = At
n.

dete! #0, dla kazdego t > 0.

Zatem na mocy poprzedniego lematu e* jest macierza fudamentalna ukladu
x = Ax.

a

Lemat. Niech macierze X(t) ¢ Y(t) bedg macierzami fundamentalnymi dla
ukladu x' = Ax. Istnieje wtedy macierz C o statych wspdlczynnikach, taka, Ze

Dowéd. Jesli macierze X(t) i Y(t) sa macierzami fundamentalnymi, to kazda
z nich sklada sie z kolumn ktére sg rozwigzaniami réwnania x’ = Ax. Ma-
my zatem n liniowo niezaleznych wektoréow x;,7 = 1,2,...,n i drugi komplet
y;»J =1,2,...,n rozwigzan, pochodzacy z macierzy fundamentalnej Y (). Po-
niewaz wszystkie te wektory sg rozwigzaniami tego samego réwnania i jest ich
2n, zatem nie moga by¢ liniowo niezalezne. Mozemy zatem wyrazi¢ kazdy z
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wektorow y; jako kombinacj¢ liniowa wektorow xi, X, . .., X,. Mamy wigc na-
stepujace rownosci

yi(t) = c}xl(t) + c?xg(t) + ..+ dxp(t),

yo(t) = cyxi(t) + 3Xa(t) + ... + chxn(t),

y,(t) = chxi(t) + Exa(t) 4+ ... + "%, (t),

co mozemy skrotowo zapisaé jako

gdzie wspotezynniki macierzy C' pochodza z powyzszych réwnan.
a

Twierdzenie 10.2.1 Niech X(t) bedzie macierzg fundamentalng dla réwnania
x' = Ax. Wtedy

e = X(1)X7(0)

Dowdéd. Poniewaz X(t) i e to macierze fundamentalne, z ostatniego lematu
wynika, ze istnieje macierz C' o staltych wspoétezynnikach, taka, ze

et =X(1)C.

Poniewaz réwnosc ta jest prawdziwa dla kazdego t, przypadek ¢ = 0 pozwoli
nam obliczy¢ wspélczynniki tej macierzy. Dla t = 0 mamy bowiem

Id =X(0)C = C = X"(0),

co konczy dowdd twierdzenia.
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10.3 Niejednorodne uktady réwnan liniowych

Przez niejednorodny uktad réwnan liniowych rozumie¢ bedziemy réwna-
nie (a wlasciwie uktad réwnan) typu

x' = Ax + f(¢), (10.7)
fi(t)

gdzie f(t) jest funkcja o wartosciach wektorowych, tzn. f(t) = fa(t) , a
£.(1)

kazda z funkcji f; : IR — IR.
Zasada Duhamela méwi, ze rozwiazanie zagadnienia (10.7) dane jest wzorem
t
x(t) = e"'x, —|—/ et te™A(s) ds. (10.8)
0

gdzie et jest macierzg fundamentalna dla zagadnienia jednorodnego, a x, jest
warunkiem poczatkowym (dowdd tego stwierdzenia mozna znalezé w [6]).

PRzYK#.AD 33.
Rozpatrzmy zagadnienie

=P M xq < xo=|
—\0 2 0 ) °—\o )
Pierwszym krokiem bedzie znalezienie warto$ci wtasnych dla macierzy A. Po-
niewaz macierz jest macierza gérnotrojkatna, tatwo sprawdzi¢, ze wartosci wta-
. D 1 1
sne to 1 i 2 a wektory wlasne to (odpowiednio) v; = ( 0 ) oraz vo = ( 1 )
Zatem macierz fundamentalna to macierz

ot o2t
X(t) = ( 0 €2t
Aby obliczy¢ ' potrzebujemy jeszcze macierzy odwrotnej do macierzy X (0) =

11 R A |
<O 1>.Pon1ewazX (O)_<0 1 )zatem

a [ e e 1 -1\ [eé e*—¢
““loex)lo 1) Lo e )



102 ROZDZIAEL 10. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

Wr6émy do wzoru (10.8). Podstawiajac obliczone wartoéci dla et otrzymujemy
nastepujaca posta¢ rozwigzania

et e2t_et 1 t et—s e?(t—s)_et—s 635
0= (5 ") (o)« (%0 T ) ()
_ et t 615-"-25 B et fé‘/ €t+2s ds

o O AT A Gram s Crp R oo

(! N e*) ) .

I
/
o ®
~_—
+
/~
Q]
"
Do [
—
D
o R
|
[a—y
N—
~—
I
/N
D=

Przyktadowe zadania

Zadanie 80. Znajdz rozwiazania nastepujacych uktadow sprowadzajac je do
rownan drugiego rzedu:

a)r' =x+vy, y =4dx+y, z(0) =2, y(0)=3;

b) 2’ =3z -2y, ¢ =4x—y, z(0) =1, y(0)=05;

o)z’ =y+ filt), ¥ =-x+/f(t), 2(0)=0, y(0)=0;(fiif todane
funkcje).

Zadanie 81. Zapisz w postaci ukladu réwnan pierwszego rzedu nastepujace
rownania:

y/// + (y/)Q =0, y/// + cosy = et7 y(iv) + y// - 1.

Zadanie 82. Zapisz w postaci wektorowej ¥ = AT, T(ty) = 7" nastepujace
uktady

a) x) = 3x; — Txg, b = 4dx, r1(0) =1, x9(0) = 1;

b) @) = x1 + 29 — w3, T, = 1, Th = —To, z1(0) = 2, x9(0) = 3
l’g(O) = 4;

Zadanie 83. Znajdz baze rozwiazan nastepujacych uktadéw réwnan liniowych
sprowadzajac je do jednego réwnania wyzszego rzedu

0 10 100
x’:<_(1) _1>x,x’:<§ ?)x,w’: 0O 01 |z,2=[110
2 —1 2 1 11

Zadanie 84. Obliczajac wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy uktadu,
skonstruuj rozwiazanie ogélne:
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3 6 —3\_ 21\, 3 2 4 - -7 0 6 )
T =1, 1 )% =1 _4 3% T= 20 2 |z, 2= 0 5 0 |z
4 2 3 6 0 2

Zadanie 85. Obliczajac wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy ukladu,
rozwiaz nastepujace zagadnienia poczatkowe

) L1y ) ) 1 -3 2\ 9
=1, 1% z(0) = 5 | = 0 -1 0 |z =z(0)= 0
0 -1 -2 3

Zadanie 86. Obliczajac warto$ci wlasne i wektory wlasne macierzy uktadu,
skonstruuj rozwiazanie ogdlne:

P 1 =50 1o 1
z’:<—1 —1>:z, =1 =30z = 01 -1z
0 01 -2 0 -1

Zadanie 87. Obliczajac wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy ukladu,
rozwiaz nastepujace zagadnienia poczatkowe

020 0 1
3 =2 1 -2 00 0 1
ot A 7 - _ o > —
x—<4 _1>a:, :)3(0)—(5),3:— 00 0 -3 z, £(0) = 1
003 0 0
Zadanie 88. Wyznacz wszystkie wektory z° takie, Ze rozwiazanie zagadnienia
1 0 =2
=10 1 0|z =z0)=12" jest okresowa funkcja t.
1 -1 -1
Zadanie 89. Znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien
_ 1 3000 1
= -111|z,z0)=]|0|;2= L300 z, z(0) = !
9 1 3 ) 0030 1
00 2 3 1
A 00 eMt 0 0
Zadanie 90. NiechA=| 0 X, 0 |.Udwodnij,zee? = 0 e 0
0 0 A3 0 0 et
A1o0 1t i
Zadanie 91. NiechA=| 0 X 1 |.Udwodnij,zee* =eM| 0 1 ¢
0 0 A 00 1
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210
. A . , 1 0 21
Zadanie 92. Oblicz e** dla macierzy A réwnej 00 2
000
. . 0 1
Zadanie 93. Niech A = ( 10

ROZDZIAEL 10. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

o = OO

). Uzasadnij, ze A% = —I i wykorzystujac

ten fakt udowodnij, ze et = C(.)St smé )
—sint cost
1 —1 —1 1 1
Zadanie 94. Oblicz e** dla macierzy A réwnej 1 oraz | 2 —1
-3 0 — 1
2e2t — ¢! —et et —e
Zadanie 95. Znajdz macierz A, dla ktérej et = e?t — et Qth el el —e?
3e? — et 3e* — 3et 3e! — 2e*

Zadanie 96. Zalézmy, ze oi(t) (j=1,2,.

T = Ax z(0)=¢" (&= (0,...,1,..

ze el = (1(t), ... ull))-

Zadanie 97. Znadz rozwiazania nastepujacych zagadnien:
o 4 5\ _ 4el cost _ 0

P (i o e N

b) xz(f j)w(i)é, x(0)2<}>;

(5 o)

n) sa rozwiazaniami zagadnienia
0) - Jedynka na i-tym miejscu). Udowodnij,




Rozdziat 11

Wstep do ukladow
dynamicznych

W poprzednim rozdziale rozpatrywalismy réwnania postaci

x' = f(x,1),

gdzie f(x,t) bylo odwozrowaniem liniowym reprezentowanym przez macierz
o stalych wspotezynnikach. Taki dobor funkcji f pozwalal na podanie roz-
wiazania wzorem. Co jednak zrobi¢ kiedy f nie jest funkcja liniowa? Zwykle,
niestety, nie jesteSmy w stanie podaé¢ rozwigzania wzorem. Nie stoimy jednak
na straconej pozycji, bo mozemy skupic¢ sie na jakosciowym zachowaniu rozwia-
zania. Jakosciowa teoria uktadéw dynamicznych skupia si¢ nie na wyznaczaniu
doktadnych wartosci rozwigzania a na scharakteryzowaniu zachowania rozwia-
zania wok6t pewnych punktéw (zwanych punktami krytycznymi).

Pomyst opiera si¢ na wyznaczeniu punktéw w ktorych rozwiazanie jest state, za-
mianie oryginalnego zagadnienie na powiazane z nim zagadnienie liniowe (czyli
linearyzacji), a nastepnie obserwacji, ze w otoczeniu tego punktu zachowanie
oryginalnego rozwiazania podobne jest do zachowania zagadnienia liniowego.

Dla uproszczenie, w niniejszym rozdziale zaktadamy, ze rownanie jest réwna-
niem autonomicznym, tzn. funkcja f zalezy tylko pd x,
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Definicja.
Punktem krytycznym réwnania autonomicznego x' = f(x) nazywamy punkt
x* taki, ze f(x*) = 0.

UwAcA. Punkty krytyczne sa interesujace gtéwnie dlatego, ze funkcja stata
x(t) = x* jest rozwiazaniem (niezaleznym od czasu) réwnania autonomicznego

x' = f(x).

UwacGA. Rozpatrujac zagadnienie liniowe, tzn. takie, gdy f(x) jest reprezen-
towana przez macierz o stalych wspotczynnikach, tatwo zauwazy¢, ze jedynym
punktem krytycznym jest punkt x* = 0.

11.1 Zagadnienie liniowe

W rozdziale tym przypomnimy pokrétce klasyfikacje punktow krytycznych. Dla
uproszczenia ograniczymy sie do macierzy 2 x 2. Rozpatrywaé zatem bedziemy
réwnanie

gdzie
A — ( ai a2 ) _
Qg1  A22
Na kursie algebry standardowo wyktadany jest fakt, ze dla dowolnej macierzy A
istnieje nieosobliwe przeksztalcenie linowe zadane macierza P (wymiaru 2 x 2),

taka, ze
P'AP = J,

gdzie J jest macierza w kanonicznej postaci z klatkami Jordana.
Ponizszg klasyfikacje przeprowadzimy przy zalozeniu, ze macierz A dana jest
juz w postaci klatkowej Jordana.

Dla kazdej z mozliwych klatek Jordana narysujemy wykres przedstawiajacy
rozwiazania (z(t),y(t)), zwany portretem fazowym.

Na poczatek zatézmy, ze det A # 0.
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Wchodza wtedy w gre trzy przypadki, w zaleznosci od znaku A obliczonej dla
wielomianu charakterystycznego.

e A>0

Macierz A w kanoniczej postaci klatkowej Jordana wyglada nastepujaco:

(M0
A‘(o )\2>’

gdzie A i Ay sg roznymi liczbami rzeczywistymi.

Uktad ten reprezentuje uktad réwnan
a' = )\155, y/ = )\2y7
majacy nastepujace rozwigzanie

w(t) = My, y(t) = e*'yo.

Wyznaczajac e’ z réwnania na z(t) otrzymujemy

A2 _ 22

A
y(t) = Myy = (M3 yo = 2 (t) M yozy

Zatem x i y powigzane sg w sposob nastepujacy:

A2

y=Czx*.

Sklasyfikujemy teraz punkty krytyczne w zaleznosci od znaku A; i As.

- )\1 > )\2 >0
Punkt krytyczny o takich wartosciach wtasnych nazywamy weztem
niestabilnym. Nazwa wynika z faktu, ze przy t — +oo rozwigzania
x(t), y(t) oddalaja si¢ od punktu (0,0). Portret fazowy wyglada
nastepujaco:
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A

— A< A<O0
Punkt krytyczny o takich wartosciach wtasnych to wezlem stabil-
nym. Stabilno§¢ oznacza, ze dla t — 400 rozwigzania z(t), y(t)
zbiegaja do punktu (0,0). Portret fazowy rézni sie od portretu fa-
zowego wezta niestabilnego jedynie kierunkiem strzatek:

—X>XA >0
Podobnie jak w pierwszym przypadku, jest to wezel niestabilny.
jedyna roznica polega na tym, ze y wyraza si¢ za pomoca x jak
z® dla @ > 1 (w pierwszym przypadku « bylo z przedziatu (0,1)).
Portret fazowy wyglada nastepujaco:
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— X< A <0
W tym przypadku, jest to znow wezel stabilny, a portret fazowy
przypomina przypadek poprzedni, z wyjatkiem kierunku strzatek,
ktore skierowane sa przeciwnie niz w rysunku powyzej.

— /\1 <0< )\2
Kiedy warto$ci wlasne sa przeciwnych znakéw, wartosci z(t) i y(t)
nie moga réwnoczesnie dazy¢ do +00, badz do punktu (0,0). Punkt
taki nazywamy siodtem, a portret fazowy obrazuje sytuacje kiedy
jedna ze zmiennych z badz y dazy do 0, podczas gdy druga dazy do
+00.

Y
A
'y

— A <0< )
Jak juz nadmieniliSmy powyzej, ten przypadek punktu krytycznego
to réwniez siodto, z tym, ze strzalki skierowane sg przeciwnie niz
na rysunku powyzej.

e A=0

W tym przypadku, macierz A ma jedng, podwdjna warto$¢ wtasng \g. W
zaleznosci od tego, czy dla )\ istnieje jeden, czy tez dwa wektory wtasne,
klatka Jordana wyglada w r6zny sposob.
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— dwa liniowo niezalezne wektory wlasne (czyli przypadek, gdy rzad

macierzy A — A\ d wynosi 0).

Macierz A (a wlasciwie odpowiadajaca jej klatka Jordana) ma po-

staé
(X O
= (v n)

co oznacza, ze z(t) i y(t) spelaniaja nastepujacy uktad réwnan réz-
niczkowych
xl = )\0(17, y/ = )\0%

majacy rozwiazania postaci
x(t) = Mg, y(t) = M'yo.

t

Wyznaczajac e! z réwnania na x(t) otrzymujemy nastepujaca re-

lacje taczacag x iy

y(t) = >'yo = 2(t) 2.
Zo

Zatem portret fazowy bedzie sktadal sie z prostych przechodzacych
przez punkt (0, 0).

* gdy Ao < 0 mamy do czynienia z wezlem gwiazdzistym sta-
bilnym o nastepujacym portrecie fazowym

A

Y
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x gdy Ao > 0 punkt krytyczny jest wezlem gwiazdzistym nie-
stabilnym, z portret fazowym takim samym jak poprzednio,
tylko strzatkami skierowanymi od $rodka uktadu.

— jeden wektor wlasny (czyli przypadek, gdy rzad macierzy A — A d
réwny jest 1).
Macierz A ma wtedy postaé

e
(5

co odpowiada uktadowi
a' = N +y, Yy = Aoy

Wyznaczajac rozwiazanie y(t)

_ Aot
y(t) = e™yo
i podstawiajac do pierwszego réwnania otrzymujemy rownanie linio-
we niejednorodne
/ Aot
x = Ax + ey,

ktore ma rozwigzanie postaci

ﬂﬂz%ﬂ(%+0.

Yo

x gdy Ao > 0 méwimy o wezle zdegenerowanym niestabil-
nym, z nastepujacym portretem fazowym

A

‘\\‘

\

AN
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Istotna cechg powyzszego portretu fazowego jest prosta, na kto-
rej leza maksima i minima funkcji x(t). Zauwazmy bowiem, ze
spetania¢ musza warunek 2’'(t) = 0 co jest rownowazne warun-
kowi y = — Aoz, ktory wyznacza t¢ prosta.

x gdy Ao < 0 punkt krytyczny jest weztem zdegenerowanym
stabilnym.
Tak jak do tej pory, portret fazowy wezta zdegenerowanego sta-
bilnego rézni sie od niestabilnego jedynie kierunkiem strzatek.

e A<O

W tym przypadku, warto$ci wtasne sg liczbami zespolonymi postaci o +
i3, a odpowiadajaca im klatka Jordana wyglada nastepujaco

a —f3
A:(ﬁ a)’

co odpowiada uktadowi réwnan

a' = ax — Py,

y = B+ ay.
Wprowadzajac nowe wspotrzedne biegunowe r i 6

x(r,0) = rcosé, y(r,0) = rsinf
otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan
r'(t) = ar, o' (t) = 3.

majacy rozwiazanie postaci

r(t) = e*ry,  O(t) = Bt + 0.

Jak tatwo stwierdzi¢, wspotczynnik v odpowiada za zblizanie badz odda-
lanie od srodka uktadu, natomiast § za kierunek obrotu.

—a>0,>0
Portret fazowy o takich wspotczynnikach nazywamy ogniskiem nie-
stabilnym, o nastepujacym portrecie fazowym
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I
Nl

—a>0,0<0
W tym przypadku ogniska niestabilnego trajektorie rozwigzania
kraza zgodnie z ruchem wskazowk zegara.

—a=0,>0
Poniewaz w tym przypadku trajektorie nie zmieniajg odlegtosci od
srodka uktadu, taki punkt fazowy nazywamy srodkiem. Trajektorie

(okresowe, bo zakreslajace krzywa zamknieta - okrag), kraza prze-
ciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

A

Y

(Y
I

-—a=0,0<0
Portret fazowy dla tego $rodka jest analogiczny, z tym, ze trajek-
torie kraza w przeciwng strone.
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Do tej pory zaktadaliSmy, ze macierz A ma niezerowy wyznacznik. Ponizej
przedstawimy klasyfikacje punktéw krytycznych gdy det A = 0. Oznacza to, ze
przynajmniej jedna z wartos$ci wtasnych jest rowna 0.

[ ] )\1 75 0, )\2 =0
W tym przypadku postaé¢ klatkowa Jordana macierzy A to

(M0
()

¥ = \zx, y =0,

co odpowiada uktadowi

majgcemu rozwigzanie postaci:
w(t) = M, y(t) = Yo
Zauwazmy, ze wszystkie punkty postaci (0, y) sa punktami krytycznymi, a

dowolna trajektoria nie zmienia swojej drugiej wspotrzednej. W zaleznosci
od znaku \; trajektorie bedg zbiegaly do osi OY', jak w portrecie ponizej

Y
A

Yy

A
Y

Y
A

Y
A

badz oddalaty si¢ od tej osi, gdy A; > 0.
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[ ] )\1:)\2:0

W tym przypadku mamy dwie mozliwosci, badZ macierz A jest macierza
zerowg, (co nie jest zbyt interesujace, gdyx wszystkie punkty plaszczyzny
sa punktami krytycznymi), badz A ma postaé

=(15)

co odpowiada uktadowi rownan

7 Trozwigzaniami postaci
x(t) = xo, y(t) =tz + yo.

zauwazmy, ze portret fazowy sklada sie¢ z punktow krytycznych (znajdu-
jacych sie na osi OY), oraz trajektorii bedacych liniami prostymi, przy
czym w zaleznosci od zy druga sktadowa trajektorii dazy do +oo (dla
zo > 0), badz do —oo (dla zy > 0).

Y

PRZYKLAD 34.
Rozpatrzmy réwnanie
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Wielomian charakterystyczny ma postaé¢ A2 — 8\ + 12, z czego wynika, ze war-
tosci wlasne macierzy A to Ay =21 Ay = 6.

Wektorem wlasnym dla wartosci wlasnej A; jest wektor vi = [1, 1]. Dla drugiej
wartosci wlasnej Ag jest wektor vy = [1, —1].

Poniewaz obie wartosci wlasne sa dodatnie, zatem punkt (0,0) jest weztem
niestabilnym.

Aby narysowa¢ portret fazowy mozemy postuzy¢ sie, wspomnianym wczesniej,
wzorem A = PJP~! gdzie macierz P sprowadza macierz A do macierzy Jor-
danowskiej.

Zamiast jednak oblicza¢ macierz P, wystarczy zauwazy¢, ze osiom OX i OY
(czyli osiom odpowiadajacym osiom wektorow wlasnych [0,1] i [1,0] macierzy
Jordana) odpowiadaja osie y = £x wyznaczone sa przez wektory wtasne [1,1]
i [1,—1]. Zatem szkic portretu fazowego wyglada nastepujaco

11.2 Linearyzacja zagadnienia

Jak juz anonsowaliSmy wczes$niej, w tej czesci pokazemy kiedy i w jaki sposob
mozemy przyblizy¢ portret fazowy uktadu nieliniowego. Pierwszym krokiem
jest wyznaczenie punktéw krytycznych i zastapienie oryginalnego uktadu ukta-
dem liniowym. Jak to zrobi¢ zobaczymy na ponizszym przyktadzie.
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PRzZYKLAD 35.
Rozpatrzmy uktad rownan

¥=x—e"+y+1,

y =2y +y.
7, drugiego réwnania widzimy, ze dla punktu krytycznego x* o sktadowych
(z*,y*) jedyna mozliwoscia jest y* = 0. Zatem, z pierwszego réwnania, punkt
krytyczny musi miec skatdowe

aby zlinearyzowa¢ prawg strone uktadu postuzymy sie rozwinieciem w sze-
reg Taylora, ktory definiuje wspotezynnik przy sktadniku liniowym z jako
%(w*, y*), a przy y jako g—;(x*, y*), gdzie f jest prawa strona réwnania. Uktad
zlinearyzowany wyglada zatem nastepujaco

r=0-x+1-y,
y=0-z+1-y.

- (20)

UWAGA. Jesli punkt krytyczny nie jest punktem (0, 0) wystaczy dokonaé trans-
lacji tak, by wypadal on w srodku uktadu. Oznacza to, ze dokonujemy zamiany
zmiennych & =z — 2%, § =y — y* (zauwazmy, ze &’ = 2/, ¢ = y).

Macierz A ma wiec postaé

a

Definicja.

Punkt krytyczny ukladu liniowego (ogdlnie ukltadu x’ = f(x) ), nazywamy punk-
tem hiperbolicznym jesli w ukiadzie zlinearyzowanym wszystkie warto$ci
wlasne majg czesci rzeczywiste rozne od 0.

Ponizsze twierdzenie okresla dla jakich punktow i dla jakich funkcji f(x) za-
chodzi réwnowaznos¢ pomiedzy uktadem oryginalnym a zlinearyzowanym.
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Twierdzenie 11.2.1 (Grobman-Hartman)
Jesli x = 0 jest punktem hiperbolicznym ukladu

X = Ax + g(x),

gdzie g(x) jest funkcjq klasy C* w otoczeniu punktu x = 0 takq, ze

9|
0) =0, lim =0,
9(0) X|-0 |x]|
to portret fazowy ukladu x' = f(x) w otoczeniu punktu punktu x = 0 jest

topologicznie rownowazny portretow: fazowemu uktadu zlinearyzowanego

x' = Ax.

Topologiczna rownowaznos¢, wzmiankowana w powyzszym twierdzeniu, ozna-
cza, podziat punktéw na cztery kategorie:

e punkty krytyczne niestabilne (czyli wezly, w tym zdegenerowane, i ogniska
niestabilne);

e punkty krytyczne stabilne (czyli wezty, w tym zdegenerowane, i ogniska
stabilne);

e siodla;

e punkty niehiperboliczne (czyli srodki).

Zatem na mocy twierdzenia Grobmana-Hartman mozemy stwierdzi¢, czy punkt
jest stabilny, czy nie, ale nie mozemy rozsadzi¢, czy jest to np. wezet, czy tez
ognisko.
Dokonaé tego mozna przy mocniejszym zalozeniu na funkcje g(x), tzn. zakta-
dajac, ze
l9(x)]
IX|—0 ‘X’H'E

=0, dla pewnego ¢ > 0.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 98. Znajdz wszystkie punkty stacjonarne nastepujacych uktadéw
dynamicznych:

a) ' =x — 2 —ay?, Y =2y —y° — yat,

b) x’:xQ+y2—1, y/:$2_y2’

c)a'=e¥—x, Yy =e"+y,

d) 2 =xy? —x, y = zsinmy.

Zadanie 99. Zbadaj stabilno$¢ (lub niestabilo$¢) uktadéw

a) f’:(j i’)f b) f’:(i :Z;)j c) j:’:<_§ _111>97;

Zadanie 100. Udowodnij, ze rozwiazania ukladu
=yl —1), y=a+e

z warunkiem poczatkowym w I ¢wiartce uktadu wspétrzednych pozostaja w tym
obszarze. Co mozna powiedzie¢ o rozwiazaniach, jesli warunek poczatkowy jest
w innych obszarach?

Zadanie 101. Udowodnij, ze rozwigzania uktadu
¥ =—x—azy+a>, y =2+ ya?

jesli maja punkt poczatkowy wewnatrz okregu jednostkowego, to pozostaja w
nim dla wszystkich czaséw. A co sie dzieje, jesli punkt poczatkowy jest na
zewnatrz okregu? (Wskazéwka: oblicz 4 (2% + y?).)

Zadanie 102. Naszkicuj portrety fazowe nastepujacych uktadéw:
5 1 4 -1\ _

a) :c’:<_1 _5>$ b) x’:<_1 _6>a:

c) f’:(é _;>£ d) f’:(_? _;>§:

Zadanie 103. Naszkicuj portret fazowe ukladu:

o=y, Y =x+22°
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Rozdzial 12

Rownania rozniczkowe
czastkowe

Drugim rodzajem réwnan rézniczkowych jakie bedziemy rozpatrywac, sg row-
nania rozniczkowe czastkowe. Nazwa bierze sie od pochodnych czastkowych,
bowiem w tego typu rownaniach wystepuje niewiadoma funkcja zalezna nie od
jednej zmiennej (jak to bylo w przypadku réwnan zwyczajnych) ale od kilku
zmiennych oraz niektoérych z jej pochodnych czastkowych.

Ogélnie

Definicja 12.0.1 Réwnaniem rézniczkowym czastkowym rzedu k na-
zywamy rownanie postaci

F(x,u(x), Du(x), D*u(x), ..., D*u(x)) = 0, (12.1)

gdzie x € R", D*u(x), o € {1,2,...,k} oznacza pochodne czgstkowe a-tego
rzedu funkcyi u, tzn. pochodne postaci Mﬁu(x), zo1+ag+. . .+, = .
1 27 -0Tn

DanafunkcjaF:QxIRxIR”xIR"2x...IR”k—>IR

Definicja 12.0.2 Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego nazwiemy do-
wolng funkcje u(x), u : Q — IR ktéra po podstawieniu do réwnana (12.1) daje
tozsamosc.
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W zaleznoéci od rozpatrywanego zagadnienia €2 moze by¢ ograniczonym pod-
zbiorem IR" badz tez cata przestrzenig IR".

Niestety, podobnie jak w rownaniach zwyczajnych, nie istnieje metoda pozwa-
lajaca na znalezienie rozwigzania dowolnego rownania.

Najczesciej musimy ograniczy¢ sie do kilku typow rownan, dla ktérych potra-
fimy takie rozwiazania znalez¢.

W dalszej czeSci przedstawimy kilka podstawowych typéw rownan, a takze
metody pozwalajace wyznaczy¢ ich rozwigzania.

PRZYKLAD 36.
Rozpatrzmy jedno z najprostszych rownan rézniczkowych czastkowych IlI-go
rzedu ,
ajayu(x, y) =0.
Zapisujac je w postaci (a% (%u(m, y))) = 0, 1 oznaczajac a%u(:v, y) przez v(x,y)
otrzymujemy rownanie
v, = 0,

co ma rozwigzanie postaci
v(z,y) = f(y)

gdzie f jest dowolng funkcjg argumentu y. Podstawiajac otrzymany wynik do
definicji funkcji v otrzymujemy

QU(% y) = f(y)

dy
Funkcja u(z,y) spelniajaca powyzsze réwnanie musi by¢ suma dwéch funkeji:
jednej zaleznej tylko od z, drugiej zas tylko od y (powinna to by¢ funkcja pier-
wotna do funkcji f, ale z uwagi na dowolnos¢ wyboru f mozemy przyjac, ze i ta
funkcja jest dowolna, byle bytaby funkcja rézniczkowalna). Zatem rozwiazanie
ma postaé

u(z,y) = Fx) + G(2),

gdzie F' i G sa dowolnymi funkcjami klasy C! (r6zniczkowalnymi).
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Wprowadzenie do rownan rozniczkowych czastkowych

Zadanie 104. Sprawdz, ze u(z,y) = f(z)g(y) jest rozwiazaniem réwnania
rozniczkowego czastkowego uu,, = ugu, dla dowolnych rézniczkowalnych funk-
cji f, g jednej zmiennej.

Zadanie 105. Sprawdz, ze u,(z,y) = sin nx sinh ny jest rozwiazaniem réwnania
Ugy + Uyy = 0 dla kazdego n > 0.

Zadanie 106. Znajdz rozwiazania ogdlne u = u(z,y) nastepujacych réwnan:

Uy = 17 Uy = 2$y7 Uyy = 6y7 Ugy = 17 Uy +Y = 07 Uggyy =

0.

Zadanie 107. Znajdz funkcje u = u(x, y) spemiajaca podane réwnanie rézniczkowe
czastkowe 1 warunki dodatkowe:

a) Uz, = 65 w(0,y) =y, u(ly)=y>+1

b) Yuyy + Uy = 07 U(CL’, 1) = IL‘27 U(I7€) =L

Zadanie 108. Znalez¢ rozwiaznie ogélne réwnania 3u, + uy, = 0 (Wsk. Pod-

stawi¢ v = u,,.). Czy istnieje jedyne rozwiazanie przy dodatkowych warunkach
u(z,0) =e 3 w,(x,0)=0.
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Rozdziat 13

Rownania I rzedu - rGwnanie
transportu

Definicja 13.0.3 Réwnaniem transportu nazywamy rownanie rézniczkowe
czqstkowe postaci:

0 0
_ = 13.1
aaxu(x,y) +bayu(x,y) 0 (13.1)

gdzie a i b sq ustalonymi statyma.

W rozdziale tym ograniczamy sie do przypadku dwuwymiarowego, cho¢ pre-
zentowane ponizej idee i obliczenia mozna przenies¢ na przypadek n wymiarowy
(wtedy réwnaniem transportu nazwiemy kazde rownanie postaci > 1, aia%iu(x) =
0, x € IR", a; - dowolne state).

Zauwazmy, ze réwnanie (13.1) mozna zapisa¢ w sposob nastepujacy

9] 9] a 0
a%u(x, y)—l—ba—yu(:v, y) = [fhu’ ayu] -la,b] = Vu-[a,b] = Djgyu =0, (13.2)

gdzie Dj,pu jest pochodng kierunkows funkcji u(z, y) w kierunku wektora [a, b|.
Poniewaz pochodna ta jest réwna 0, rownanie (13.2) implikuje, ze rozwiazanie
u(z,y) na prostej o wektorze kierunkowym |a, b] jest funkcja stala.

Taka interpretacja powyzszego rownania pozwala nam na odgadniecie postaci
rozwiazania u(z, y). Rozpatrzmy bowiem proste ay—bx = C' (czyli te o wektorze
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kierunkowym [a, b])). Proste te nazywamy charakterystykami. Z powyzszych
rozwazan wynika, ze rozwiagzanie zalezy tylko od tego na ktoérej prostej sie
znajdujemy i dane jest wzorem

u(z,y) = f(C) = flay — bx),

dla pewnej funkcji f.

PrRzYK#.AD 37.
Rozpatrzmy réwnanie
3ug + du, =0

z przyktadowym warunkiem poczatkowym
u(0,y) =y’.

Zgodnie z teorig przedstawiong powyzej rozwigzanie powinno spetiaé¢ warunek

u(r,y) = f(3y — 5z).

Do wyznaczenia funkcji f musimy uzy¢ warunku poczatkowego

u(0,y) = f(3y) = v,
z czego wynika, ze f(z) = ;—i Zatem rozwigzanie dane jest wzorem

(3y — 53:)3.

a

Jak widzimy na podstawie przedstawionego przyktadu, majac zadany waru-
nek poczatkowy na pewnej krzywej, ktora przecina wszystkie charakterystyki
(kazda tylko raz), wartosé rozwigzania w dowolnym punkcie lezacym na wybra-
nej charakterystyce, jest otrzymywana z wartosci warunku poczatkowego na tej
samej charakterystyce. Méwiac bardziej kolokwialnie rozwiazanie otrzymujemy
przez "rozsmarowanie” warunku poczatkowego wzdtuz charakterystyk.

Osobnym problemem jest czy dla wszystkich warunkéw poczatkowych istnieje
rozwiazanie réwnania transportu. W ponizszym przyktadzie zobaczymy, ze nie
jest tak zawsze.
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PRzZYKLAD 38.
Rozpatrzmy réwnanie

3u, + duy =0

z warunkiem poczatkowym

5
u(az,Bx—Q):x.

Zagadnienie to nie ma rozwiazan. Wynika to z faktu, ze warunek poczatkowy
zadany zostal na charakterystyce. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie cha-
rakterystyki to proste postaci y = gx + C'. Wiemy juz, ze rozwigzanie powinno
by¢ funkcja stala na charakterystykach. Stoi to w sprzecznosci z zadanym wa-
runkiem poczatkowym, wedle ktérego rozwigzanie na jednej z charakterystyk
zmienia sie w zaleznosci od x (czyli nie moze by¢ state).

a

Poprzedni przyktad sugeruje, ze istnieja réwniez takie warunki poczatkowe dla
ktorych istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan.

PRZYKLAD 39.
Rozpatrzmy réwnanie

3u, + duy, =0

z warunkiem poczatkowym

u(x,ix—Q) = 9.

Poniewaz warunek poczatkowy zadany jest na charakterystyce (i jest na niej
funkcja stata) proponowana metoda rozwiazania nie okresla wartosci funkeji na
innych charakterystykach, poza y = gx — 2. Rozwigzaniem bedzie wiec dowolna
funkcja stata na charakterystykach, a na charakterystyce y = 52 — 2 réwna 5.

3
4
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13.1 Niejednorodne ré6wnanie transportu

Metody zaprezentowane dla liniowego réwnania transportu mozna uogo6lnic¢ dla
roOwnan postaci

M&@iﬂ@wﬂwmw%}MmOZﬂw (13.3)

nazywanego niejednorodnym réwnaniem transportu.

Poniewaz a(x,y) i b(z,y) nie sa stalymi, a funkcjami zaleznymi od (z,y) nie
mozemy bezposrednio zastosowac interpretacji z pochodna kierunkowa.
Przyjmijmy jednak, ze dla ustalonego punktu (zg, yo), wektor [a(zo, yo), b(zo, Yo)]
wyznacza wektor stycznym do pewnej krzywej y = y(x) (dla uproszczenia za-
t6zmy, ze f(u) = 0). Wtedy

L ulry(2) =4y -y =0,

co oznacza, ze wzdhuz krzywej y = y(x) wartos¢ rozwiazania nie zmienia sie
(pochodna jest réwna 0).

Wprowadzmy zatem uogolnione pojecie charakterystyki.

Definicja 13.1.1 Charakterystykami dla réwnania transportu (13.3) na-
zywamy krzywe bedgcee rozwigzaniem rownania

dy  b(z,y)
" o) (13.4)

Majac tak zdefiniowane charakterystyki mozemy, podobnie jak w przypadku li-
niowym, skonstruowac rozwiazanie na podstawie warunku poczatkowego. Oczy-
wiscie, wszystkie zastrzezenia dotyczace istnienia i jednoznacznosci rozwigzan
sg takie same jak w poprzednio rozwazanym przypadku.

PRzZYKLAD 40.
Rozpatrzmy zagadnienie
Uy + 2zyu, = 0,

u(0,y) =y° - 3.
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Charakterystyki, zadane réwnaniem % = 2xy, to krzywe postaci

2
y=Ce".
Rozwiazanie zatem dane jest wzorem

u(z,y) = f(C) = flye™).

7 warunku poczatkowego otrzymujemy postaé f
u(0,y) = fy) =y -3,
a w konsekwencji posta¢ rozwigzania
u(z,y) = yPe > =3,
a

W przypadku réwnania istotnie niejednorodnego (kiedy f(u # 0) idea rozwia-
zania jest ta sama, z tym, ze poreczniej jest sparametryzowaé charakterystyki
nie za pomoca x, a osobnym parametrem, np. s. Zaktadamy wiec, ze charak-
terystyka jest dana przez (z(s),y(s)). Zachodzi nastepujace rownanie

L a(5),9()) = S, 0) + Pty () = - f ().

Inaczej niz w poprzednich przypadkach, rozwiazanie nie jest state na charakte-
rystykach, ale zdane jest przez réwnanie
du

%_f(u)a

co razem 7z rOwnaniami definujacymi charakterystyki

d

d{ = a(z,y),
dy

A X

ds ('T’y)7

tworzy uktad réwnan z niewiadomymi funkcjami x(s), y(s), u(s).
Rozwiazujac je, musimy jeszcze zadba¢ o wyznaczenie zwigzkow pomiedzy x,y
i u tak, by wyeliminowaé¢ parametr s.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 109. Rozwiaza¢ rownanie 2u; + 3u, = 0 przy dodatkowym warunku
u=sinz dlat=0.

Zadanie 110. Rozwiaza¢ réwnanie (1 + 2?)u, +u, = 0. Naszkicowaé charak-
terystyki.

Zadanie 111. Rozwiaza¢ réwnanie v/'1 — z2u,+u, = 0 przy warunku u(0, y) =
Y.

Zadanie 112. Rozwigzac au, + bu, + cu = 0, gdzie a, b, ¢ sa statymi. Wsk.

Szuka¢ rozwiazania w postaci u(x,y) = v(z,y)e* dla specjalnie wybranego

ac lR..
Zadanie 113. Rozwiaza¢ réwnanie u, +u, +u = 0 przy warunku u(z,0) = 0.

Zadanie 114. Znalez¢ rozwiazanie ogélne = u(x,y) réwnania xu, + yu, = 0.



Rozdziat 14

Ro6wnanie struny

Réwnaniem struny (inaczej réwnaniem fali badZ réwnaniem falowym) nazy-

wamy rownanie postaci
wy(x,1) = A Au(x, t) (14.1)

dlax € IR", t > 0.
Réwnanie to stosuje sie do opisu drgajacych strun, membran (w przypadku
dwuwymiarowym), badz opisu profilu fali w dtugich waskich kanatach.

W przypadku jednowymiarowym réwnanie (14.1) sprowadza sie do réwnania
2
up(x,t) = uge(z,t) (14.2)

opisujacym ruch drgajacej struny (z € IR oznacza punkt na drgajacej strunie
at- czas).

Roéwnanie struny uzupelniamy warunkami poczatkowymi

u(z,0) = o(x), (14.3)

gdzie ¢ jest interpretowane jako polozenie poczatkowe (wychylenie poczatkowe)
struny. Drugi warunek to

ur(z,0) = (x). (14.4)
Funkcje v interpretuje sie jako poczatkowe przytozenie sity.
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Definicja 14.0.2 Zagadnieniem Cauchy’ego dla réwnania fali nazywamy
rownanie (14.1) z warunkami poczatkowymi (14.3)-(14.4).

W zaleznosci od badanego problemu réwnanie struny mozna rozpatrywac¢ badz
na obszarze ograniczonym, badz na catej przestrzeni IR".

14.1 Roéwnanie struny na catej prostej

Rozpatrujac réwnanie struny na catej prostej mamy do dyspozycji dwie metody.
Pierwsza z nich - analityczna - polega na rozdzieleniu operacji rézniczkowania
(w przypadku tego rownania - obliczania drugich pochodnych) na dwa etapy,
tak, by kazdy z nich byt réwnaniem transportu, ktére potrafimy rozwiazac.
Druga metoda jest przyktadem pomystu stosowanego dos¢ szeroko w réow-
naniach rézniczkowych czastkowych. Dokonujemy takiej zamiany zmiennnych
(osobna kwestia jest jak wpasé na taka zamiane), by w nowych zmiennych
roOwnanie struny dato si¢ zapisa¢ jako prostsze do rozwigzania réwnanie. Tak
zmodyfikowane réwnanie rozwigzujemy, by nastepnie powrocié¢ do oryginalnego
zagadnienia.

14.1.1 I metoda

Zapiszmy réwnanie (14.2) w nastepujacy sposob

2, o o o\(o 0

Oznaczajac (% + c%) u(zx,t) przez v(x,t), rbwnanie (14.5) sprowadza si¢ do
réwnania
vy — cv, = 0.
Poniewaz powyzsze rownanie to rOwnanie transportu wiec mozemy wyznaczy¢
rozwigzanie:
v(x,t) = h(x +ct),

dla pewnej funkcji h. Zgodnie z definicja v rozwiazanie u(z, t) spelnia réwnanie

((ft N c{i) (@, 1) = h(z + ct).
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Zauwazmy, ze jesli H jest funkcja pierwotna dla funkcji A, to funkcja QLCH (x +
ct) jest rozwiazaniem powyzszego réwnania. Poniewaz rozwiazaniem réwnania
transportu u; + cu, = 0 jest dowolna funkcja G(z — ct) zatem rozwigzaniem
rownania fali na calej prostej bedzie suma tych dwoch rozwigzan

u(x,t) = f(x +ct) + g(x — ct)

gdzie f i g sa dowolnymi funkcjami klasy C?.

14.1.2 II metoda

Zainspirowani postacia rozwigzania otrzymang poprzednia metoda, wprowadz-
my nowe zmienne
z=x + ct, Yy =x— ct,

ktore pozwolg nam uprosci¢ réwnanie struny do rownania, ktérego rozwiazanie
mozemy tatwo obliczy¢. Funkcja @ bedzie tg sama funkcjg u ale zapisang w
zmiennych z i y. Zatem

u(z,t) =u(z,y).
Obliczmy kolejne pochodne czastkowe:
Uy = Uy + Uy,
Uge = (ﬂz + ﬂy)z = Uy, + ﬂzy + Hyz + ﬂyya
Uy = U,C + Ty(—c),
Uy = (Uyy — 20y + Tyy).-

Poniewaz funkcja u(z,t) spelnia réwnanie struny, funkcja u(y, z) spetnia na-
stepujace réwnanie

2 2 _ — 2 _ — 2
Uy — C Uy = € (Uyy — 2Usy + Tyy) — € (Upy + 2Uyy + Tyy) = —4c“U,, = 0,

tak wiec, analogicznie jak w przyktadzie z rozdzialu 12 rozwiazanie u(y, z) ma
postac

u(z,y) = f(2) +9(y),
co jest rownowazne

u(z,t) = f(x +ct) + gz — ct). (14.6)

Oczywiscie postaé¢ rozwigzaniania uzyskanego za pomoca pierwszej i drugiej
metody jest taka sama.
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14.2 Zagadnienie poczatkowe

Jak juz widzielidmy to na przyktadzie réwnania transportu, do wyznaczenia
konkretnych funkcji f i g potrzebne sa dodatkowe warunki. Tradycyjnie, dla
rownania struny sa to

u(z,0) = ¢(x),

Ut(flf, O) = ¢($)7
co, uwzgledniajac postaé¢ rozwiazania (14.6), daje nastepujace zwiazki pomie-
dzy f, g, ¢ 1y

f(@) +9(x) = o(), (14.7)
cf' () — g (x) = (x).

Roézniczkujac pierwsze rownanie, dzielac drugie przez c i dodajac oba réwnania
stronami otrzymujemy zwigzek miedzy pochodnymi rozpatrywanych funkcji:

1 1
f@) = 5(¢'(@) + ~d(2)),
1 1
§(x) = S(0'() ~ (),
co, po odcatkowaniu, daje nastepujace wzory na wartos¢ f i g:
£(9) = FO) + 5(6(5) = 6(0) + o [ vlw)ay

ols) = 9(0) + 3 (6(s) ~ 6(0)) — 5 [ ().

Zauwazmy jednak, ze podstawiajac tak uzyskane wzory do réwnania (14.7)
otrzymujemy

o(s) = f(s) +g(s) = f(0) + 9(0) = ¢(0) + ¢(s),
z czego wynika, ze f(0) 4+ ¢g(0) — ¢(0) = 0.

Mamy wiec
u(z, ) = f(l’+0t)+g(f€—0t)
x+ct
F(0) + (6w + ) — 6(0)) + / y)dy+
+g(0) + S (pla —ct) — 6(0) — o [ by
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Co, po wykorzystaniu informacji o zwiazku pomiedzy f(0), g(0) i ¢(0), daje
nastepujacy wzér na rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania struny:

u(e,t) = SO+ et + e —ct) 45 [ wldy.  (148)

Powyzszy wzér nazywany jest wzorem d’Alemberta.

PRzYKL.AD 41.
Rozpatrzmy zagadnienie

Ut = Ugg, ,
u(z,0) =0,
Ut(% 0) = I[—1,1]7

gdzie funkcja Ij_y 1) jest funkcja charakterystyczng odcinka [—1,1]. Fizycznie,
takie warunki poczatkowe interpretowane sa w ten sposob, ze w chwili t = 0
struna spoczywa swobodnie, a odcinek [—1, 1] poddawany jest jednakowej sile
(np. uderzamy mtoteczkiem o szerokosci rozpatrywanego odcinka).

Zgodnie ze wzorem d’Alemberta ((14.8)) rozwiazanie rozpatrywanego zagad-
nienia wyglada nastepujaco:
x+t

u(z,t) = !

— I_ dy.
5 ), [ 1,1](9) Yy

7 takiej postaci rozwigzania tatwo wyliczy¢ kiedy punkt o wspdtrzednej xg
zacznie drga¢. Warto$¢ funkeji u bedzie rézna od poczatkowej wartosci (réwnej
w tym przyktadzie 0), jesli odcinek (z¢—t, xo+t) bedzie mial niepusty przekréj z
odcinkiem [—1, 1]. Warunek ten jest spelniony dla dodatnich x¢ gdy, xo—t < 1,
czyli dla czasow wiekszych niz xo — 1. Analogicznie dla zy ujemnych, warto$é¢ u
bedzie niezerowa, gdy ¢t > —xy—1, co pozwala nam zapisa¢ ogoélnie ten warunek
dla wszystkich xy jako t > |z¢| — 1.

Roéwnoczesnie z postaci rozwigzania mozemy wnioskowac, ze maksymalne wy-
chylenie struny (maksymalna warto$¢ funkcji «) nie moze byé¢ wieksze niz po-
towa z 2 (co jest rowne potowie z pola pod wykresem funkcji I;_1 ;).

Ponizej zamieszczono kilka wykreséw funkcji u(x,t) dla réznych czaséw.
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Wykres dla t = %
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Zauwazmy, ze wartos¢ funkcji u nie osiagneta jeszcze swojego maksimum. Po raz
pierwszy stanie sie to dla t = 1 (rysunek ponizej). Rozwiazanie po raz pierwszy
osigga swoja maksymalng amplitude, ale za to tylko w jednym punkcie.

Wykres dla t =1
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Jak mozna zauwazy¢ na wykresie dla ¢t = 2, wraz ze wzrostem czasu, przedziat
x dla ktorych rozwigzanie przyjmuje wartos¢ rowna 2, jest coraz wigkszy.
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Wykres dla t = 2

|

w

|

[\

\
[SJ[°Y

|

—_

\
o=
N|—= =
—
wlw -+
[N}

w

a

14.3 Roéwnanie struny na odcinku - metoda
szeregow Fouriera

Oczywiscie wzoru d’Alemberta nie da sie bezposrednio zastosowaé do réwnania
struny na odcinku, albowiem wyrazenia ¥ (x % ct), ¢(x £ ct) nie sa okreslone
dla duzych wartosci t. Aby skorzysta¢ z koncepcji zaprezentowanych powyzej,
musimy zmodyfikowaé¢ wspomniany wzor, stosujac tzw. metode odbié ([1]).
Ponizej zaprezentujemy jednak inna metode szukania rozwigzan, czyli tzw. me-
tode szeregow Fouriera.

Zanim, na przyktadzie rownania struny, zapoznamy sie z nig blizej, przypom-
nijmy uzyteczne definicje:

Definicja 14.3.1 Funkcje f i liczbe A nazywamy (odpowiednio) funkcja wla-
sna ¢ warto$ciag wtasng dla drugiej pochodnej jesli f 1 A spetniajqg nastepujgca
rownosc

f'(x) = Af(x)

z warunkami brzegowymsi
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Powr6émy do rozpatrywanego zagadnienia falowego na odcinku [0, 1] (odcinek
moze byc dowolny, zas taki wybdér powodowany jest tylko tatwiejszymi oblicze-
niami), czyli zagadnienia postaci

Ut = Uz,

u(z,0) = P(z),
ui(z,0) = o(x).

Poniewaz rozpatrujemy zagadnienie na ograniczonym odcinku, powyzsze wa-
runki poczatkowe uzupetniamy warunkami brzegowymi:

u(0,t) =0 =wu(1,t),

opisujacymi zachowanie rozwigzania na brzegu. Zaprezentowane powyzej wa-
runki oznaczaja, ze struna jest przymocowana sztywno na swoich koncach.

Pierwszym krokiem w metodzie Fouriera jest przyjecie zalozenia, ze rozwia-
zanie u(zx,t) jest rozwiazaniem o rozdzielonych zmiennych, tzn. funkcje u(zx, t)
mozemy zapisa¢ jako:

u(z,t) = X(x)T'(t),

gdzie X (z) i T(t) sa nieznanymi funkcjami jednego argumentu.
Podstawiajac rozwiazanie takiej postaci do rownania struny, otrzymujemy na-
stepujaca rownosé

X'(@)T(t) = X (z)T"(t),

ktora, po przeksztatceniu, zapisujemy jako

X// (x) _ T//(t)
X(x) T(t)

= A(const).

Oba ilorazy musza by¢ wielkoscia stata, gdyz );/((mx)) zalezy tylko od x, a

tylko od t. Mozemy wiec powyzsza réwnosc zapisaé jako:

TH (t)
T(t)

T"(t) — NT'(t) = 0, (14.9)

X"(x) — AX(z) = 0. (14.10)

Zauwazmy, ze rozpatrujac rownanie (14.10), z uwagi na warunki brzegowe dla
funkeji w, musimy je rowniez uzpelni¢ warunkami brzegowymi. Istotnie u(0,t) =
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X(0)T'(t) = 0= X(1)T'(¢t) implikuje, ze X(0) = 0 = X (1) (przypadek T'(t) =0
jest nieciekawy).
SprowadziliSmy zatem nasz problem do nastepujacego zagadnienia:

X"(x) = XX (2),

X(0) =0 = X(1),

ktore w istocie jest pytaniem o wartosci i funkcje wlasne dla drugiej pochodnej.
Rozpatrzmy trzy przypadki (w zaleznosci od znaku \)

e A >0

W tym przypadku rozwiazanie X (z) zalezy od A i dane jest nastepujacym
wzorem
X(l’) = C’leﬁm + Cge_ﬁw.

Warunki brzegowe wymuszaja zas spetnianie nastepujacych réwnosci:
X(O) :Cl—|—02 :0:>01 - _027

X(1) = CreVr — Cre vV = Cle’ﬁ(e%& —-1)=0.

Oczywiscie ostatni warunek moze by¢ spetniony tylko dla C; = Cy = 0,
zatem nie istnieja funkcje i wartosci wtasne gdy A > 0.

e \=20

Rozwiazanie dane jest wzorem
X(z) = Ciz + Cy,

a warunki brzegowe wygladaja nastepujaco:

co, podobnie jak w poprzednim przypadku wyklucza przypadek A\ =0 z
naszych rozwazan.
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e A <0
W tym przypadku rozwiazanie wyglada nastepujaco:
X(z) = Cycos(y/|A|z) + Caysin(y/|\|x).

Z pierwszego warunku brzegowego

wnioskujemy, ze rozwiazanie sktada sie tylko z sinuséow. Zatem drugi wa-
runek brzegowy

X(1) = Cysin(y/]A]) = 0

ma niezerowe rozwigzania, o ile

JIAl =k, k=1,2,3,....

Poniewaz takich wartosci A jest nieskonczenie wiele, ponumerujmy je (w
zaleznosci od k). Tak wiec dla wartodci wtasnej

istnieje funkcja wtasna
Xi(z) = sin(kmx).
X”(I) _

X(z)
= )\, zatem rozwiazania zagadnienia wlasnego dla funkcji T'(t) mozemy

Powr6émy do poszukiwan rozwiazania struny na odcinku. Poniewaz
()
(t)
uwzglednié¢ tylko dla A = A (mimo, ze nie mamy analogicznych warunkéw do
warunkéw brzegowych dla X (z)).

Oznaczmy przez Ty (t) funkcje wlasng dla A = A\;. Mamy wiec nastepujace

rozwiazania funkcji zaleznej tylko od czasu

Ty (t) = ay cos(kmt) + by sin(knt), k> 1.

Oznaczmy przez ug(x, t) illoczyn funkcji Xy, i Ty. Dla kazdego naturalnego k > 1
funkcja
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spetnia réwnanie struny oraz warunki brzegowe (niezaleznie od wartosci Ty (0)).
Niestety, warunek poczatkowy dla funkcji u(z,t

u(x,0) = X(2)T(0) = o(x)

zwykle nie jest spetniony.

Zauwazmy jednak, ze mamy nieskonczenie wiele rozwigzan wuy. Biorac ich kom-
binacje liniowa réwnanie struny nadal bedzie spetnione, podobnie jak warunek
brzegowy.

Pojawia sie wiec pytanie: kiedy funkcja
u(z,t) = Xi(z)Ti(t) = > sin(krx)(ay, cos(kmt) + by sin(krt))
k=1

k=1

spetlia¢ bedzie warunki poczatkowe?
Zanotujmy, ze dla rozwigzania takiej postaci warunki poczatkowe wygladaja
nastepujaco:

u(z,0) = i sin(kmz)(ay cos(km0) + by sin(k70)) = i ag sin(krz),

k=1 k=1

u(z,0) = i sin(kmx)(ar(—km) sin(kw0)+by (km) cos(km0)) = i bi(km) sin(kmz).

k=1 k=1
Pytamy zatem, kiedy funkcje ¢(x) i ¢(z) dadza sie rozwinaé¢ w szereg sinuséw
na odcinku [—1,1]?

Odpowiedz przynoszg nam tzw. szeregi Fouriera.

Przypomnijmy ponizej podstawowe fakty z tej teorii.

Definicja 14.3.2 Niech f bedzie funkcjq kawalkami ciggle na odcinku [—1,1].
Szeregiem Fouriera funkcji f nazywamy nastepujocy szereg

o k k
% 4 > ay cos )+ by sin il ,
2 o l [

gdzie wspotczynniki ay, by dane sqg wzorami

ap = ;/_llf(x) cos (Tz) dx,
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by = ;/llf(x) sin (T;ﬂ) dx.

Uzyteczne beda ponizsze fakty:

e Niech funkcja f(x) bedzie kawatkami ciagta na [—1, []. Szereg Fouriera tej
funkcji zbiega do:

a) f(xo), jesli f jest ciagla w x;
Flad))+f(g) « e s . 4 .

b) ===, jesli f jest nieclagla w zo, a f(xy) oznacza lim, .+ f(z).

e Jesli funkcja f jest funkcja parzysta, to w jej szeregu Fouriera wystepuja
tylko cosinusy.

e Jesli funkcja f jest funkcjg nieparzysta, to w jej szeregu Fouriera wyste-
puja tylko sinusy.

Poniewaz nasze zagadnienie jest okreslone na odcinku [0, 1], a powyzsza teoria
jest okres§lona dla odcinka [—1, 1], aby uzyska¢ wspétczynniki ag, by w rozwi-
nieciu w szereg sinuséw, powinnismy przedtuzy¢ funkcje ¢ i ¢ do funkeji ¢ i ¢,
okreslonych na odcinku [—1, 1].

7 wielu mozliwo$ci przedtuzenia tych funkcji wybieramy przedtuzenie do funk-
¢ji nieparzystej, co jest nam potrzebne by rozwiniecie w szereg funkcji q~5 i QZJ
zawierato tylko sinusy.
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Przyktadowe zadania

Zadanie 115. Rozwiaz zagadnienie: uy = Uy, u(z,0) = €%, us(x,0) = sin z.
Zadanie 116. Rozwiaz zagadnienie: uy = *uyy, u(z,0) = log(1+2?), ui(z,0) =
4+ x.

Zadanie 117. Mioteczek o $rednicy 2a uderzyt w srodek struny fortepianowe;j

o napieciu T, gestosci p i dlugosci ¢. Pchta siedzi na tej strunie w odleglosci
(/4 od jednego z koncow. (Zakladamy, ze a < ¢/4; w przeciwnym wypadku —
biedna pchlal). Ile czasu minie od momentu uderzenia, do momentu gdy pchia
odczuje pierwsze drgania?

Zadanie 118. Zalézmy, ze ¢ i 1 sa funkcjami nieparzystymi wzgledem z. Udo-
wodnij, ze rozwiazanie réwnania falowego u(x, t) z tymi warunkami poczatkowymi
jest tez funkcja nieparzysta wzgledem x dla kazdego t.

Zadanie 119. Rozwiaz zagadnienie
Ugpe — gy — 4y = 0, w(x,0) = 2%, w(x,0) = e,

(Wsk. Zapisz operator po lewej stronie réwnania w postaci (...)(...), podobnie
jak to bylo zrobione na wykladzie).

Zadanie 120. Rozwiaz zagadnienie
Ugy + Uyt — QOutt - 07 U(Z‘, O) = (,O(I), ut(x7 0) - 1/)(1’)

Zadanie 121. Rozwazmy réwnanie rozniczkowe zwyczajne z warunkami brze-
gowymi:

Pu =0, u(0)=0, u(L)=0.

Oczywiscie funkcja u(x) = 0 jest rozwiazaniem tego zagadnienia. Czy jest to
jedyne rozwiazanie? Czy odpowiedz zalezy od L7

Zadanie 122. Dla jakich wartosci A\ zagadnienie 3" + Ay = 0, y(0) =
y(2m), ¢'(0) = ¢/(27) ma nietrywialne rozwiazanie?

Zadanie 123. Rozwiaz zagadnienie brzegowe

uW'=0 da 0<z<l1, ¥(0)+Fku(0)=0, «(1)£ku(l)=0

dla kazdej stalej k. Rozwazaj przypadki + i — osobno. Dlaczego przypadek z
k = 2 jest wyrézniony?

Zadanie 124. Wyznacz graficznie wartosci wlasne zagadnienia
—X" = \X, X(0)=0, X'(1)+aX(1)=0
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dla pewnej statej a # 0.

Zadanie 125. Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace im funkcje wiasne

zagadnienia
IX — X,  X(0)=X(1)=X"(0)=X"(1) =0.
Zadanie 126. Znajdz warto$ci wlasne i odpowiadajace im funkcje wlasne
zagadnienia
TX =)X,  X(0)=X'(0)=X(1) = X'(1) =0.
Zadanie 127. Znalez¢ szereg Fouriera funkcji
f@)=azna(-m7)  f(z)=lz|na(-mm)  f(z)=]|z[na(-5 %)

f(x) = z* na (0,27) f(x) =€® na (0,2m) f(x) =¢€® na (—m,m)
Zadanie 128. Skonstruuj rozwiazanie nastepujacych zagadnienn metoda roz-
dzielania zmiennych: a) u, = u,, u(0,y) = e¥ + e~ %; b) w, = u, +
u, u(0,y) =2eY — e,

Zadanie 129. Rozwazamy réwnanie falowe uy = uy,, 0 < x < 1, z mieszanym
warunkiem brzegowym: u,(0,¢) = u(1,t) = 0. Znajdz funkcje wlasne i wartosci
wlasne, oraz zapisz rozwiazanie w postaci szeregu.



Rozdzial 15

Ro6wnanie ciepta

Réwnaniem cieptla (inaczej réwnaniem przewodnictwa cieplnego) nazywamy

rownanie nastepujace
u = Au. (15.1)

Réwnanie to opisuje rozchodzenie sie ciepta (zmiane temperatury) w rozpa-
trywanym obszarze. W przypadku jednowymiarowym, kiedy réwnanie (15.1)
sprowadza si¢ do

u(z,t) = ugy(x,t) (15.2)
wartosé u(xg, to) interpretuje sie jako warto$é temperatury w chwili tg, w punk-
cie zy. Fizycznie interpretuje sie to jako warto$¢ temperatury w precie (o nie-
skonczonej dtugosci) na tyle cienkim, iz mozemy przyjaé, ze jest on jednowy-
miarowy, zaniedbujac pozostate dwa wymiary.

Réwnanie rézniczkowe uzupeliamy warunkiem poczatkowym
U(ZB, 0) = Uo(iE),

interpretowanym jako poczatkowy rozktad temperatury.

W zaleznosci, czy rozpatrujemy nasze zagadnienie na catej przestrzeni IR" czy
tez na obszarze ograniczonym, warunek poczatkowy uzupetniamy rowniez wa-
runkiem brzegowym, np. w przypadku jednowymiarowym jest to zwykle

u(0,t) = u(l,t) = 0.

Co oznacza, ze na krancach pretu o dtugosci 1 temperatura nigdy nie wzrosnie
(czyli mamy rodzaj idealnego chtodzenia).

145
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15.1 Roéwnanie ciepla na odcinku jednostko-
wym

Podobnie jak to byto w przypadku rownania falowego, rowniez i w tym przy-
padku, szukajac rozwigzania rownania ciepta postuzymy sie metoda szeregdéw
Fouriera. Zatem, bedziemy zaktadali, ze

u(z,t) = X(2)T'(t),

dla pewnych, nieznanych funkcji X (z) i T'(¢). Szukane funkcje spetiaja row-
nanie

X"(x) _ T(t)
X(z)  T()

dla pewnej statej (pewnych statych) A.
Zauwazmy, ze rozpatrujac zagadnienie spetniane przez funkcje X (z):

= A(const)

X"(z) = AX(z) =0,

X(0) = X(1) =0,

jest to to samo zagadnienie, co w przypadku jednowymiarowego rownania stru-
ny (z uwagi na analogiczne warunki brzegowe). Powtarzajac wiec rachunki prze-
prowadzone w poprzednim rozdziale, otrzymamy nastepujace wartosci wtasne

)\k: = —]{27T2
i odpowiadajace im funkcje wlasne:

Xy (x) = sin(kmx).

Poniewaz funkcja T'(t) spelia nieco inne, niz w poprzednim przypadku, row-
nanie, tzn:

T'(t) — NT(E) = 0,

odpowiadajace im funkcje Ty (¢) beda mialy inna postacé:

Ty (t) = e~ ™7t
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Powtarzajac rozumowanie z poprzedniego rozdziatu, otrzymujemy postaé¢ roz-
wigzania réwnania ciepta na odcinku:

u(z,t) = cee” * sin (k).
k=1

Podstawiajac t = 0 otrzymamy warunek na wspotczynniki ¢

o0

u(z,0) = ]; e sin(kmz) = ug(x).

Poniewaz funkcja ug(z) jest dana, przedtuzajac ja do funkcji nieparzystej na
odcinku [—1, 1] i biorac jej rozwiniecie w szereg Fouriera otrzymamy poszuki-
wane wspotczynniki.

15.2 Roéwnanie ciepta na prostej

Szukajac rozwigzania rownania ciepta na catej prostej zapoznamy sie z nowym
typem rozwigzan - rozwigzaniem samopodobnym.

Zuawazmy, ze jesli funkcja u(z,t) spetnia réwnanie ciepta, to funkcja
up(z,t) == )\O‘u()\%x, At)
rowniez spetnia réwnanie, mamy bowiem:
(un)e(@,t) = A ug(2,1) = A 2u55(2, 1) = (un)aa(2, 1),
gdzie T = g af= At, a « jest dowolna stala.
Na marginesie dodajmy, ze rozwigzania spetniajace warunek:
ux(z,t) = u(x,t),

dla wszystkich wartosci A > 0 nazywamy rozwigzaniami samopodobnymi
(inaczej automrficznymi, lub typy self-similar).
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Rozwigzania samopodobne maja kilka interesujacych wtasnosci. Jedna z nich
jest fakt, ze sa okreslone dla wszystkich czaséw (czyli sa rozwiazaniami global-
nymi). Wynika to z faktu, ze podstawiajac

)‘:77
t

rozwigzanie przyjmuje postac

u(x,t) =t u (\/E, 1> :

7 postaci tej wynika, ze znajac rozwigzanie dla pewnego czasu t = 1, mozemy
wyznaczy¢ rozwigzanie w dowolnej chwili ¢.

Zatem szukajac rozwigzania rOwnania ciepta na prostej, szuka¢ bedziemy roz-

wigzan samopodobnych.

Podstawmy za y = % i okre$§lmy nowsg funkcje v(y) jako v(y) = u (%, 1).

Nowa funkcja v(y) spetnia zatem réwnanie (podstawiamy u(x,t) =t~ *v(y)):
1

a ze wyrazenie t~(“*Y wystepuje w kazdym ze sktadnikéw, wiec

av(y) + }yv’(y) +"(y) = 0.

2
Zauwazmy, ze dobierajac o = %, powyzsze réwnanie mozemy zapisaé jako:
/ 1 /
(U + iyv) = 07

co, po odcatkowaniu, daje nastepujace rownanie na v'(y)

,—_7
v = 2yv

(zatozyliSmy, zZe stata catkowania C' jest réwna 0).
Stad tatwo otrzymujemy rozwigzanie samopodobne dla réwnania ciepta:

y2

oly) = be "
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co, przy uzyciu zmiennych x i t zapisuje sie jako:

||

1 _Jel?
u(x,t) = bt 2e” ar .
Rozwiazanie to nazywamy rozwigzaniem podstawowym réwnania ciepta.

Analogiczny rachunek mozna przeprowadzic dla n > 2 otrzymujac wzor

|2

u(z,t) = bt~ 2e” A

Stala b z reguly dobieramy tak by [gn u(z,t)dz = 1. Takie rozwiazanie

||

u(z,t) = (4rt)"2e” 4
nazywamy jadro Gaussa-Weierstrassa (badZ jgdrem ciepla).

Niestety, otrzymane rozwigzanie ma zasadniczy minus. Zauwazmy, ze gdy t —
0, rozwiazanie u(x,t) — 0, gdy « # 0 i +o00 dla x = 0 (czyli do delty Diraca).
Niemniej jednak mozna okresli¢ rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego dla row-
nania ciepta. Zachodzi bowiem ponizsze twierdzenie (podamy je bez dowodu):

Twierdzenie 15.2.1 Niech ug(z) bedzie funkcjq cigglq i ograniczong na IR™.
Oznaczmy przez G(x,t) jadro Gaussa- Weierstrassa. Wtedy splot warunku po-
czgtkowego 1 jgdra ciepta, tzn. funkcja postaci:

_Jz—y|?

u(x,t):(élwt)_%/ e 2 uy(y)dy

n

ma nastepujoce wltasnosci;

i) dla wszystkich x € R"™ it > 0 funkcja u(z,t) spelnia réwnanie (15.1);

i) dla wszystkich x € R™ it > 0 funkcja u(z,t) jest funkcjq gladkg (C*);
i11) funkcja u(z,t) moze byé rozszerzona do funkcji cigglej na R™ x [0, +00),
tak, by u(x,0) = uo(z).

Dow6d mozna znalezé w wigkszo$ci podrecznikéw z réwnan rézniczkowych
czastkowych (np. [3]).
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Przyktadowe zadania

Zadanie 130. Rozdzielajac zmienne rozwiaz réwnanie tu; = Uy, + 2u z wa-
runkami brzegowymi u(0,¢) = wu(m,t) = 0. Udowodnij, ze réwnanie to ma
nieskoriczenie wiele rozwiazan speliajacych warunek poczatkowy u(z,0) = 0.
Tak wiec, w tym przypadku brak jest jednoznacznosci rozwiazan!

Zadanie 131. Rozwiaz réwnanie dyfuzji u; = ug,, 0 < x < 1, z mieszanym
warunkiem brzegowym: u(0,t) = u,(1,?) = 0 1 warunkiem poczatkowym ¢(x).

Zadanie 132. Rozwazamy réwnanie dyfuzji u; = ug,, —1 < z < 1, z okre-
sowymi warunkami brzegowymi: u(—1,t) = wu(1,t) oraz uz(—1,t) =
uz(1,t). Udowodnij, ze rozwiazanie ma nastepujaca, postaé u(z,t) = sag +
Yol (an cos nmx + b, sin mra:) et

Zadanie 133. ZmnajdZ rozwiazanie réwnania u,, + u,, = 0 w prostokacie
0 <x<a,0 <y <bspeliajace nastepujace warunki brzegowe:

u, = —a dla x =0, u, =0 dla z =a,

uy, =b dla y=0, uy, =0 dla y=0.

(Wsk. To zadanie mozna zrobi¢ na dwa sposoby: metoda, Fouriera rozdzielania
zmiennych lub mozna szukaé rozwiazania w postaci wielomianu.)

Zadanie 134. Znajdz rozwiazanie zagadnienia
Up = Uy +u, x € (0,1); u(z,0) =cosz, u(0,t) =u(l,t)=0.



Rozdziat 16

Roéwnanie Laplace’a 1 Poissona

16.1 Rownanie Laplace’a
Réwnaniem Laplace’a nazywamy rownanie

Au = 0. (16.1)

Cho¢ wydaje sie, ze rownanie Laplace’a nie moze mie¢ zbyt skomplikowanych
rozwigzan, to jednak rozwigzania te odgrywajg duza role w analizie. Na tyle
duza, ze rozwiazania te nosza osobna nazwe.

Definicja 16.1.1 Funkcjg harmoniczng nazywamy rozwigzanie rownania
Laplace’a
Au = 0.

Réwnanie Laplace’a rozpatrywane moze by¢ na réznego rodzaju obszarach.
W ponizszych przyktadach skoncentrujemy sie¢ na obszarach bedacych ograni-
czonymi podzbiorami przestrzeni dwuwymiarowe;j.

PRZYKLAD 42.
Rozpatrujac réwnanie Laplace’a na obszarze bedacym kwadratem [0, 1] x [0, 1],
réwnanie (16.1) uzupetlniamy zerowymi warunkami brzegowymi:

dla z € [0,1], u(z,1) = u(z,0) =0, dla y € 1[0,1], uw(0,y) =u(1,y) = 0.

151
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Do tego typu zagadnienia mozna zastosowaé poznang juz metode szeregéw Fo-
uriera. Istotnie zakladajac, ze funkcja u(x,y) jest iloczynem funkcji zaleznych
tylko od z i od y (czyli u(z,y) = X(z)Y (y)) réwnanie Laplace’a zapisa¢ mo-
zemy jako ., .,

X(w) = —Y ) = \ = const,

X(x) Y(y)
co sprowadza sie do, znanego juz, zagadnienia na funkcje wtasne dla drugiej
pochodnej:

X'(z) = AX(z),  X(0)=0, X(1)=0, (16.2)
Y'(y) = —A\Y(y), Y(0)=0, Y(1)=0. (16.3)

Zauwazmy jednak, ze przy tak dobranych warunkach brzegowych rozwigzanie
u(z,y) nie moze istnieé¢. Z rozwazan dla réwnania ciepta, wiemy, ze przy zero-
wych warunkach brzegowych réwnanie (16.2) ma rozwiazanie tylko dla A < 0.
Z drugiej strony réwnanie (16.3) rowniez ma rozwiazanie tylko dla —\ < 0,
czyli tylko dla A > 0, co prowadzi do sprzecznosci.

Czy zawsze rozwiazanie rownania (16.1) w kwadracie jednostkowym musi by¢
funkcjg zerowa? Nie, jedli warunki brzegowe sg dobrane odpowiednio. Przykta-
dem niech bedzie funkcja u(z, y) = zy bedaca rozwiazaniem réwnania Laplace’a
ale z nastepujacymi warunkami brzegowymi

u(z,0) =0, u(z,1)=2z dla z€]l0,1],

u(0,y) =0, u(l,y)=y, dla yel0,1].
Q

Kiedy jednak obszarem na ktéorym rozpatrujemy zagadnienie nie jest kwadrat
(lub prostokat) a na przyktad kolem metoda szeregéw Fouriera nie zadziala.
W takim przypadku rozwigzania szuka¢ bedziemy wsrod rozwigzan innego ty-
pu, a mianowicie wsréd rozwigzan radialnie symetrycznych.

Definicja.
Rozwigzaniem radialnie symetrycznym nazywamy rozwigzanie ktore za-
lezy tylko od odlegtosci od $rodka obszaru, tzn.

u(z,y) = u(r), r=/x%+ >
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Poniewaz bedziemy szukac rozwiazan radialnie symetrycznych, pierwszym kro-
kiem bedzie zapisanie laplasjanu we wspotrzednych biegunowych
Zapiszmy

or x; ou ,, . or PPN
= — =v'(r =v'(r)—
ox; r Ox; ( )0932- (r) r’
Pu d [, . x;\ Or g, S — )\ or
—5 = |vi(r)— =[v'(r)—+4+v(r)&——mH ,
0x? dr< ()r>6xi ( ()r+ (r) r2 ox;
co daje nastepujacy wzor na druga pochodng wzgledem x;
2 2
R TR SN 1
v (T)TQ+U(T)T v(r)rs.

Laplasjan Au(z,y) przyjmie zatem we wspétrzednych biegunowych postaé na-
stepujaca (dla funkcji v(r) = u(x,y))
" 0%u n—1

Au=> e V" (r) 4+ o' (r) = 0.

i=1

r
Rozwigzujac powyzsze réwnanie otrzymujemy

v//(,’,,) — }
o' (r) ( 1>r7

co po odcatkowaniu daje
Inv'(r)=—=(n—1)Inr + C.
Tak wiec rozwiazanie v(r) wyglada nastepujaco

(r) = Cr* "+ D n>3,
o) = Clnr+D n=2.

Wracajac do zmiennych x = (x,y) otrzymujemy

—stIn|x|+ D n=2
2m ’
P(x) = { Wb“?_n +D n>3.

gdzie o, jest objetoscig kuli jednostkowej w IR".

(16.4)

Poniewaz rozwiazan szukamy wsrod rozwigzan radialnie symetrycznych, waru-
nek brzegowy réwniez powinien byc radialnie symetryczny, co oznacza, ze na
brzegu obszaru (kota) rozwiazanie powinno przyjmowaé stata wartosc.
Wystarczy zatem w rozwiazaniu danym wzorem (16.4) dobraé statg D tak, by
na brzegu ®(x) przyjmowato zadana wartosc.



154 ROZDZIAE 16. ROWNANIE LAPLACE’A I POISSONA

16.2 Roéwnanie Poissona
Roéwnaniem Poissona nazywamy réwnanie

Au = f, (16.5)

gdzie f jest dang funkcja
Rozwigzaniem réwnania Poissona jest funkcja

ulx) = (@ f) (x) = [ x—y)f(y)dy

gdzie ®(z) jest rozwiazaniem podstawowym zadanym wzorem

{ —5=In|z| n=2,

Dowod powyzszego faktu, oraz dalsze wlasnosci rozwigzania réwnania Poissona,
znalez¢ mozna np. w [3].
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